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Corrigé du seizieme devoir a la maison

I.1.1. D’apres la formule du binéme,

i(Z) — (141" =2"

k=0

1.1.2. |Donc pour tout n € N, a) = a.

1.1.3. Les séries Y a, et > a; divergent grossiére-
ment car a # 0.

I1.2.1. Toujours d’apres la formule du bindme,
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I1.2.2.1. C’est du cours : .
1—2

silz] <1, A(z) =

1.2.2.2. La série > a} est aussi géométrique, de rai-
son 2 (1+2).0r[3(1+2)|<31+]]) <1,

donc la série > a* converge et a pour somme
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> ap = - = = 2A(z).
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1.2.3.1. Comme son terme général ne tend pas vers 0,

| la série > a,, diverge grossiérement.

1.2.3.2. Siz = -2, a}, = (—3)" et

| la série géométrique ) a’ converge.

1.2.3.3. La série ) a’ est géométrique de raison

g = 3(1+¢e? = cosfe®? ou gl €]0,1[ car
6] €10, .
La série ) a} converge et
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I1.1.1.1. Comme k est fixé,

(n> _nm-1)--(n-k+1) n¥

k k! n—-+400 ﬁ

I1.1.1.2. Par croissance comparées, on a donc
1 /n
li — =0.
n—l>I—iI-loo on (k)

I1.1.2. Puisque ¢ est fixé, S;(n,a) est une somme
finie de termes qui tendent tous vers 0, donc

| nEIJIrlOO Sy(n,a) = 0.

I1.1.3. Soit € > 0. Comme la suite a tend vers 0, il
existe un rang q tel que pour tout k > ¢, |ag| < /2.
Fixons un tel ¢q. Soit n > ¢. On a
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Or, la suite (S4(n,a)), tend vers 0, donc il existe
ng € N tel que pour tout n > ng, |S4(n,a)| < /2.
Alors, en posant N = max{q, ng}, pour tout n > N,
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On a prouvé que

Ve>0,INeN,Vn e N, n > N = |a}| < &,

ce qui signifie que lim a), =0.
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I1.1.4. Constatons que £ = o I;)(k>€, donc

a;—e:;nf:G)(ak—e).

k=0

En appliquant la question précédente a la suite

(an —0), nll)rfw a; ={.

I1.1.5. On a vu en 1.2.3.2 que si a,, = (—2)", la série
>~ ak converge, donc la suite (a) tend vers 0, alors
que la suite (a,) diverge.

Il n’y a donc pas équivalence entre les conver-
gences des suites (an) et (a).

I1.2.1. Sans difficulté,

Uy = Sop, Uy =250+ 51, Uy =355+ 351 + 5o,
Us3=45,+651+455 + S5.

I1.2.2.1. On conjecture que
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I1.2.2.2. La formule précédente est vraie aux rangs
0, 1, 2 et 3. Soit n > 3 tel que la formule soit vraie
aurang n — 1. On a

n n—1
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Par ailleurs, sachant que S_; = 0 par convention,
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ce qui prouve la formule au rang n.
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I1.2.3. Supposons que Y. a, converge et notons
“+o0
S =73 ")ay sasomme. On a
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avec toujours la convention que S_; = 0. Cette ex-
pression ressemble fortement & l’expression de a
en fonction des aj. Plus précisément, si 'on pose
bp = Sp_1, alors T;, = 2b}, 4.
Par hypothese, la suite (b,,) converge vers S. Alors,
d’apres 11.1.4, la suite (b)) converge vers S, donc la
suite (T,,) converge vers 2.5.

- .
Cela 51gn1ﬁe que la série Y a} converge et a pour
somme 237 a,,.

I1.2.4. A nouveau, avec l'exemple de 1.2.3.2, si
an = (—2)", la série > a, diverge tandis que la série
>~ a} converge.

Les séries Y a, et Y a’ n’ont pas toujours méme
nature.




