Exercices de colles — premiere semaine

2" nl /3
1-4-7--3n+1)
Nommons u,, le terme général : il ne s’annule pas
et lim [tn41/un| = 3 < 1, donc d’apres la regle de
d’Alembert, > u, converge.

Nature de la série Z

(11} CccP18
On considére la suite u = (up)nen définie par
Uy € ]O, g[ et pour tout n € N, uy, 41 = sinu,.
1. Montrer qu’elle converge et trouver sa limite.
2. Etudier Zui On pourra étudier w1 — Uy,
3. Etudier 3 u2. On pourra étudier Inu, 1 — Inu,.
1. On sait que pour tout z € |0, 5[, sinz < z, donc
pour tout n € N, comme ug € |0, 3 [, par une récur-
rence immédiate, u, € ]O, g[ et up41 < uy. Donc
la suite décroit : étant positive, elle converge. No-
tons £ sa limite. Puisque sin est continue, & la limite,
¢ =sin ¢ donc £ = 0. Finalement, (u,) décroit vers 0.
2. Alors, la série Y (up4+1 — uy,) converge. Or, puisque
U, est proche de 0,

§ tn +o(uy) — tn
1

= =g Uy +0(uy) ~ =Gy

Up41 — Up = SIN Uy — Up = Up —

Donc, puisque leurs termes généraux sont de signe
constant, les séries > (u,41 —uy,) et > (—ud) sont de
méme nature. Ainsi, Y u2 converge.

3. Sur le méme principe,
1,3 3
Un i1 Up — 5 Uy +0(u;)
Inup41 —Inu, =In =1In
Unp Unp

=1In(1 - %ui +o(u?)) ~ —%ui

Comme (uy,) converge vers 0, (In u,,) diverge vers —oo,
done Y- (Inu,41 — Inwuy,) diverge, donc > u? diverge.

111 CCP15
Montrer que la série de terme général
up, =In(2n + (=1)") — In(2n)

est semi-convergente.

onau, =1+ G) = G o (L),

2n

Comme >~ 1/n? converge, > O(1/n?) converge ab-
solument donc converge. Et d’apres le théoreme spé-
cial des séries alternées, > (—1)"/(2n) converge clai-
rement. Donc Y w,, converge.

Cependant, |u,| ~ 1/(2n) et la série harmonique
diverge, donc > |u,| diverge et > u,, ne converge pas
absolument.

Ainsi, )" uy, est bien semi-convergente.

IV] AM

CONVERGENCE. Nommons u,, le terme général de la
série. La suite de terme général |u,| = fol t"y/1 — t2dt
décroit vers 0 : en effet, pour t € [0,1] et
n € N, "t < " donc |upi1| < |un|; en outre,
0 < |uy| < fol t"dt = 1/(n + 1). Alors, d’apres le
théoréme des séries alternées, > u,, converge.

SOMME. Evaluons les sommes partielles. Pour n > 1,

n

iuk - /1 (Z(—l)’“t’“) V1—t2dt
k=0 0

k=0
1 1
V1-—1t2 V1-—1t2
= [ X qt— (- [ et gy
o 1+t 0 1+t
La seconde intégrale tend vers 0 car sa valeur ab-
solue est majorée par fol t"tldt = 1/(n + 2). En

posant t = sinf, la premiére intégrale devient
ST —sing)do = £ —1.
00 -
Finalement, nzoun =35 1.

V1
Nature de la série > (—1)"10"/n!

Notons u,, le terme général, qui est non nul :

10
= 0<1
n+1 notoo

Un+1
Up,

donc d’apres la régle de d’Alembert, Y u,, converge
absolument donc converge.

Commentaire. Bien-siir, le théoreme spécial des séries
alternées est tout a fait envisageable.

[VI} CccP18
Considérons la suite définie par ug > 0 et
e Un
Vn eN, u = .
Com T

1. Déterminer les limites des suites (u,) et (nu,).
2. Donner la nature de Y up et Y (—1)"wy,.

1. On voit que pour tout n € N, u,, > 0, par une récur-
rence immédiate. Alors, 0 < u, = e “"~1/n < 1/n
et la suite (u,) tend vers 0. Il s’ensuit que la suite
(nuy) tend vers 1 car nu, = e ¥n-1.
2. En passant, u, ~ 1/n et > u, diverge. En outre,
Up—1 ~1/(n—1)~1/n et
n (=" 1

e E 03],
Or >°(—1)"/n converge, d’aprés le critére spécial des
séries alternées, et > O(1/n?) converge absolument.
Alors, > (—1)"u,, converge.
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