Exercices de colles — vingt-et-unieme semaine

[1] CCP17

1. Montrer que f : (z,y) — 2% 4 In(4 + y?) admet un
unique point critique.

2. f admet-elle des extrémums locaux ?

1. Tout d’abord, f est de classe €2 sur R%. Pour trouver
les points critiques de f résolvons le systeme :

O (2,) = 0 20 =0
— 2

of Y _—o

67/(9571/):0 4+ y?

Alors f n’a qu’un point critique, le point (0, 0).

2. Comme R? est un ouvert, si f admet un extrémum

local, c’est en un point critique. Comme elle n’en a qu’un,

(0,0), il reste & vérifier si ce dernier est bien un extrémum.
Puisque f est de classe @2 sur R?, calculons la hes-

sienne de f en (0,0). Pour tout (z,y) € R?,

0% f 0% f
Hy(x,y) = o & f
2 0
= 4—y2
0 2—=
(4+92)?
2 0

Clairement, H(0,0) = ( ) € M (R), £(0,0) est

1
. . 0 2
un minimum local.

[1I} ccp

1. Etudier la convergence simple sur R de la suite des
fonctions f, : @ — cos((1+ 1)z).

2. Y a-t-il convergence uniforme sur R 7 sur tout segment
de R?

1. CONVERGENCE SIMPLE. Soit x € R. Clairement,
limp— 400 fn(xz) = cosz, et la suite de fonctions (fn)
converge simplement sur R vers la fonction f = cos.

2. CONVERGENCE UNIFORME. Soient n € N* et z € R. On
a

fn(x) = f(z) =cos((1+ L)x) — cosw
= —2sin((1 + 5 )z)sin %

2n "
Alors, en choisissant x, = nm, on voit que la suite de
terme général |fn(zn) — f(zn)| = 2 ne tend pas vers 0
quand n tend vers l'infini, ce qui signifie que la suite de
fonctions (f,) ne converge pas uniformément vers f sur

R.

CONVERGENCE UNIFORME SUR TOUT SEGMENT. Soit un
segment [a,b] C R, avec a < b. Pour tout x € [a, b] et tout
n € N¥,
[fn(@) = f(2)] = 2[sin((1 + 5) 2)| |sin 5%
< 2|55 ] < 5 max{|al, [b]}.
Ce dernier majorant ne dépend pas de z et tend vers 0,
donc la suite de fonctions (f,) converge uniformément
vers f sur [a,b], donc sur tout segment de R.

111 CCP

Considérons la fonction
[R5 R, (z,y)—zy+2°y — 2y’

1. Etudier ses extrémums globaux (on pourra s’intéresser
a f(z,22)).

2. Les points (1,2), (0,0), (—1,0) sont-ils des extrémums
locaux de f 7

1. Soit # € R. On a f(z,2z) = 22° — 2% Donc
limg 400 f(x,2x) = Foo. Ainsi, f n’est pas bornée et n’a
pas d’extrémum global sur R

2. f est clairement de classe ¥* sur R?. Comme R? est
un ouvert, si f admet un extrémum en (a, b), ce point est
critique, c’est-a-dire

OF a6y = 2L (a,) = 0.

ox oy
Pour tout (z,y) € R?,
7]
%(w,y) =y+2zy -y,
g—gjj(m,y) =z42° -2y

On voit que %(1,2) =2 #0, donc f(1,2) n’est pas
un extrémum local de f.

En revanche, %(0,0) = 2—5(0,0) =0 et (0,0) est un
point critique de f. Etudions alors la hessienne de f en
(0,0). Pour tout (x,y) € R?,

82f 82f
@(x,y) M(%y)
Hf(fl:,y) = agf 82f
8$ay (x>y) @(fyy)
. 2y 142z -2y
T \14+22 -2y —2x ’

On voit que H f(0,0) = (O 1) a pour valeurs propres

1 0
1 et —1. Elles sont de signes contraires donc f(0,0) n’est
pas un extrémum local de f.

De méme, on voit que (—1,0) est un point critique de
f.Ici, Hf(—1,0) = <_(1) _é) Un rapide calcul montre
que son spectre est {1++/2,1—+/2}. La encore les valeurs
propres sont de signes contraires, donc f(—1,0) n’est pas
un extrémum local de f.

En conclusion, f n’admet aucun extrémum local ni
global.

[1IV}] CCP16

1. Déterminer la limite de la suite de terme général

"1 2\ M
0 2

2. Montrer que pour tout n > 1, a,, >

1
n+1
3. Déterminer le rayon de convergence et le domaine de
définition de >° -, an ™.
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1. Pour tout ¢ € [0, 1], t* < ¢, donc pour tout n € N,

1 n n+1l _
0<an</ Ity -2 =1 2
b, 2 2(n+1)  n

donc d’apres le théoréeme d’encadrement, a, — 0.

Commentaire. 11 est bien-stir possible (et permis :-) d’uti-
liser le théoréme de convergence dominée, mais cette ma-
joration est plus rapide.
2. Pour tout t € [0,1], 14 t* > 2¢ puisque (1 —t)? > 0,
donc pour tout n € N,
! 1
an > / t"dt = .
0 n+1

3. Alors, le rayon de convergence R cherché est inférieur
a celui de > 2" /(n+1) qui vaut 1 : R < 1. Mais avec la
premiére question, la suite (a, 1™) est bornée, puisqu’elle
tend vers 0, donc d’aprés le lemme d’Abel, pour tout =
tel que |z| < 1, Y ana™ converge absolument donc R > 1.
Ainsi, R = 1.

Avec la minoration de la question précédente, > a,
diverge.

Avec la question 1, (ay) tend vers 0. Elle décroit claire-
ment, donc grace au théoréme spécial des séries alternées,
> (=1)"a, converge.

Ainsi, le domaine de définition de la somme de la série
entiere est [—1,1][.

V]
* \2 4 2
SurD:(]R+) , OIl pose f(xay)ZﬂDy-&-;-i-y.

CCP18

1. Montrer que f admet un unique point critique (a,b)
sur D.

2. f admet-elle des extrémums sur D ?

1. Pour commencer, f est de classe €2 sur (R%.)?, par opé-
rations usuelles. Un point critique annule la différentielle
donc est solution du systeme

of 4
pCE) U
of 2
- =0 r——=0
ay(x,y) "
4 4
TY = — Ty = —
<~ r — r
2 4 2
TY = — — ==
Y z Yy
=2y
<~ s 2 = y=lLzxz=2
2y° = —
Y

Ainsi, (2,1) est le seul point critique de f.

2. Comme (R7%)? est un ouvert, si f admet un extrémum
en (a,b), ce point est forcément un point critique. Donc
le seul extrémum possible est (2, 1). La hessienne de f est
donnée par, pour tout (z,y) € (R%)?,

0% f o%f
@(9073/) m(%!ﬁ
axay(xvy) 5§§(xvy)
8
by

1 1

Ainsi, Hf(2,1) = ( ) La trace et le déterminant de

1 4
cette matrice sont respectivement 5 et 3 : cela signifie que

2

2

la somme et le produit des valeurs propres sont stricte-
ment positifs, donc Hf(2,1) € Z T (R). Donc f(2,1) est
un minimum local de f.

CcCP

[VI]

Considérons la fonction

“+oo —xt
te
f:mr—>/
0

dt.
et —1

1. Donner son ensemble de définition.

2. Etudier sa classe € sur cet ensemble.

Posons I =0, +oo].
1. Soit z € R. Tout d’abord, la fonction
—xt
h:tw— te
et —

est continue sur I. De plus, h(t) ~;—o 1, donc h est pro-
longeable par continuité en 0 donc elle est intégrable sur
10,1]. Enfin,

tefmt

~
t—+o00

h(t) te (@D,
Siz < —1, cet équivalent tend vers +oco et h n’est pas
intégrable sur [1,+o0[. Mais si z > —1, x +1 > 0 donc

te—(:c+1)t e—(x+1)t/2

<

t——+o0

et Pon sait que ¢ — e~ @FTDY/2 et intégrable sur [1, +oo|

car (x+1)/2 > 0. Donc h est intégrable sur [1, +oo[ quand
x> —1.

Ainsi, f est définie sur A =]—1,+o0].
2. Posons

tefa;t

g: AxI—R, (x,t)|—>et71.

o Par opérations usuelles, pour tout ¢ € I, x — g(x,t)
est de classe €' sur A. De plus, pour tout (z,t) € A x I,
8 t2 —xt
Yty =—- .
ox et — 1
o On a vu précédemment que pour tout =z € A,

t — g(x,t) est intégrable sur I.

o Par opération usuelles, pour tout x € A, %(l‘, t) est

continue sur I.

o Pour tout segment [a,b] C A, avec —1 < a < b, pour

tout « € [a,b] et pour tout ¢ € I,

9g

Clairement, ¢ est continue sur I;en 0, p(t) ~tet t— ¢

est intégrable sur |0,1] donc ¢ Dest aussi; et en +oo,

@(t) ~ t2e”(@TDt « =@FD2 oy ¢y o= (@FD/2 oot

intégrable sur [1,4o00[ car a + 1 > 0, donc ¢ l'est aussi.

Ainsi, 22 vérifie I'hypothése de domination sur [a, b] x I.
Alors

e pour tout = € [a,b], t — %(m,t} est intégrable sur I ;

e f est de classe €' sur tout [a,b];

e pour tout z € [a, b],
400 42 —xt
t
f/ £ dt.
0 et —1

Comme tout cela est vrai pour tout segment [a,b] C A,
f est de classe € sur A et Pexpression de f’ est encore
valide.

2 -
te at
et —1

o(t).

f'(x)



