Exercices de colles — troisieme semaine

Résoudre I'équation différentielle

”—2y'+y:(1+x2)em

PRESENTATION. Il s’agit d’une équation différentielle
linéaire scalaire d’ordre 2 & coefficients constants :
nommons-la (E).

EQUATION HOMOGENE. L’équation homogeéne asso-
ciée est (H) y"—2y'+y = 0; Péquation caractéristique
est (C) 12 —2r 4+ 1 = 0, dont 1 est racine double.
Donc l'ensemble des solutions sur R de (H) est

, (o, 8) € Rz}.

SOLUTION PARTICULIERE. Le second membre de (E)
est de la forme P(x)e®**, ou degP = 2 et s = 1
est racine double de (C), donc on peut chercher une
solution particuliere de (E) sous la forme

Y(z) = Q(z)e™”,
ou deg @) = deg P + 2 = 4. Alors pour tout x € R,
¥'(2) = (Q'(z) + Q(z))e”
P'(z) = (Q"(z) +2Q'(z) + Q(x)) "

En reportant dans (E)puis en simplifiant par e* qui
n’est jamais nulle, on obtient

Q"(z) =1 +2% don Q(z) = Ja? + .

On a choisi les deux constantes d’intégration nulles,
car on cherche une solution particuliere. Ainsi,

b(a) =2 (hat + et

EQUATION COMPLETE. Finalement, ensemble des
solutions sur R de (F) est

{z— (az+B)e”

{z 2% (2% +1)e” + (ax + B)e”, (o, B) € R?*}.
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2 // + xy —y = 0.

On pourra en chercher une solution polynomiale.

Nommons (H) cette équation. Clairement, la fonc-
tion ¢ :  +— x en est solution sur R.

Comme 0 est 'unique singularité de (H), plagons-
nous sur I'un des intervalles R} ou R*, que l'on
nomme /.

Gréace a la méthode de variation de la constante,
sachant que ¢ ne s’annule pas sur I, cherchons les
solutions de (H) sous la forme ¢ = «i, ol v est deux
fois dérivable sur I. En reportant dans (H) et en
remarquant que i’ = 1 et i/ =0,

i2§0”+ig0/—<p=0
— i?(a"i+2d' 7 +ai”) +i(ditai’) —ai=0

i*a” +3i%a =0
(i*a’) =0

Yo/ =26, 6 €R,
o =—26/i
a=46/i*+v,7v€R.

I

Ainsi, Pensemble des solutions de (H) sur I est
S1(H) = {~i+6/i, (v,0) € R*}.

Commentaire. Le choix des constantes est purement
cosmétique, pour arranger les calculs.
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Résoudre I'équation différentielle
y/’+y'+y:x4ew.

PRESENTATION. Il s’agit d’une équation différentielle
linéaire scalaire d’ordre 2 a coefficients constants :
nommons-la (E).

EQUATION HOMOGENE. L’équation homogeéne asso-
ciée est (H) vy’ + vy’ +y = 0; ’équation caractéris-
tique est (C) 7> +r + 1 = 0, dont les racines sont
%( —14+/31). Donc I'ensemble des solutions sur R de
(H) est

{z— e /2 (o cos(@ a:)+ﬁsin(§ z)), (v, B) ER?}.

SOLUTION PARTICULIERE. Le second membre de (E)
est de la forme P(x)e’®, ol deg P =4 et s =1 n’est
pas racine de (C), donc on peut chercher une solution
particuliere de (E) sous la forme

ou deg @ = 4. Alors pour tout = € R,
U(z) = (Q'(x) + Q(x))e”,
P'(2) = (Q"(z) +2Q'(z) + Q(z)) e”
En reportant dans (E), on obtient
Q" (x) +3Q (z) +3Q(z) = 2*.
En posant Q(z) = az* + bx® + cx? +dx + e, et en
remplacant dans 1’équation précédente, on trouve

Qz) =32 — 222+ 82° — Lo+ &

EQUATION COMPLETE. Finalement, ensemble des
solutions sur R de (E) est

{z—Gat' -2+ 822 Lo+ d)e”

)—I—ﬁbln( x)),(a,B)E]RQ}.

+e/2 (a cos(
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Résoudre I'équation différentielle
ry" +2-2)y —y=e"

On pourra chercher une solution particuliere de 1’équa-
tion homogene sous la forme y = x.
PRESENTATION. Nommons (F) cette équation diffé-
rentielle. Les fonctions x — z, x — 2 —x, x — 1
et x — e” sont continues sur R. De plus, 0 est la
seule singularité de (E). On se place donc sur I'un
des intervalles R* ou R%, que 'on nomme I.

EQUATION HOMOGENE. Nommons (H) Péquation
homogene associée & (E). Dire que = +— 2% est so-
lution sur I de (H) signifie que pour tout =z € I,
ra(a—1)z" 2+ (2—z)az® ! — 2% = 0, c’est-a-dire
(a+1)(a—x)z*~! = 0. Comme c’est vrai pour tout
x€letquex#0,a=—1. Enfin, gg:z+— 1/x est
bien solution sur I de (H).

2

2

Commentaire. On a raisonné par analyse-synthese.

EQUATION COMPLETE. Appliquons la méthode de
variation de la constante. Toute solution de (E)
sur I peut s’écrire y a g ou « est deux
fois dérivable sur I. Alors, ¥/ = o' ¢o + a ¢ et
1

Yy’ =a"po +2a' ¢y + apy. En reportant dans (E),
pour tout z € I, on a

zpo ()’ () + (2200 ()

+(2-2)po(2))a’(z) = e’
— a'(z) — o

(x) =e”.

C’est une équation du premier ordre en o’. On
voit que = — x e est solution évidente. Alors,
o (z) = Be*+xe”, f € R, et en intégrant par parties,
a(x)=(z+B—-1)e* +7, (3,7) € R%. Comme 3 est
un réel arbitraire, § — 1 I’est aussi, donc ’ensemble
des solutions sur I de (F) est

{z—1(B+ve")+e€", (B,7) R}



