Exercices de colles — quatrieme semaine

[1] ESB
Etudier Pintégrabilité sur ]0, 4+oco[ de la fonction
VEsin()
fix— IR

PREAMBULE. La fonction f est continue sur |0, +oo].
ETUDE EN 0. Pour tout « € ]0, 1],
Ve " VT 1

e ~ .
(1+z) In(l+z) o o

Comme 2 +— 1/y/x est intégrable en O,
x +— /x/In(1 + x) aussi, donc f aussi.

@l <

ETUDE EN 400. Pour tout « € [1, +ocl,

(@) ! :

too 232Inw +o0 23/
Comme z + 1/2%/? est intégrable en +oo,
x+ 1/(23/?Inx) aussi, donc f aussi.

CONCLUSION. Ainsi, f est bien intégrable sur ]0, +oco].

(1T} AM

Résoudre I'équation différentielle

y' +2y +y=e"Inzx.
PRESENTATION. Il s’agit d’une équation différentielle
linéaire scalaire d’ordre 2 a coefficients constants :
nommons-la (E). Cependant, la fonction z — e~ Inx
n’est définie et continue que sur I = R?% . C’est donc
sur I que nous menons la résolution.

EQUATION HOMOGENE. L’équation homogeéne asso-
ciée est (H) y"+2y'+y = 0; 'équation caractéristique
est (C) r? +2r+1 =0, dont —1 est racine double.
Donc I'ensemble des solutions sur I de (H) est

{z+ (az+p)e ", (a,8) R},
Commentaire. Bien-str, (H) peut se résoudre sur R.

SOLUTION PARTICULIERE. Le second membre de (E)
n’a pas la forme rencontrée en cours, mais faisons
comme si de rien n’était.

Cherchons une solution particuliere de (E) sous
la forme ¥(x) = a(x)e™®, ot e~ est I'exponentielle
du second membre et ol « est une fonction deux fois
dérivable sur I. En reportant dans (F), pour tout
z € R,

o'(z) =Ilnz dot a(z) = $2°Inz — 32°.
On a choisi arbitrairement les constantes d’intégra-
tions nulles, car I'on cherche une solution particuliere
de (F).
Commentaire. Ici, cette démarche est en fait la mé-
thode de variation de la constante, car x + e~ " est
une solution de (H) qui ne s’annule pas sur 1.

EQUATION COMPLETE. Finalement, ’ensemble des
solutions sur I de (E) est

{33'—> (%xQInm— %x2 +ax+p)e ", (o, B) €R2}‘

I1I CCP

Etudier intégrabilité sur ]0, +-o0o[ de la fonction

) (z+1)/4 — g/
frx— 173

Inz.

PREAMBULE. La fonction f est continue sur ]0, +oo].

ETUDE EN 0. Au voisinage de 0,
1 1 1

1
f(flf) ~ mlnx < 11/3 xl/g = z2/3.

Or % < 1 donc x + 1/2%/3 est intégrable en 0, et f
I’est aussi.

ETUDE EN +00. Au voisinage de 400,

1/4 _ _1/4 1\
(z+ 1) =z 1+ -

xT

1 1
=/ (1++o<>>
4x T

1 1
_ 1/4
=T e o <x3/4) ’
donc
4_%%%/4 + O(ﬁ)
Inz xt/24 1
~ ggis/iz S p13/12 T 4 25/24°

Or 22 > 1 donc z — 1/225/?* est intégrable en +oo,
et f l'est aussi.

CONCLUSION. f est intégrable sur |0, +o0].

E CCP

Résoudre I’équation différentielle

zy’ —y + 823y = 23 cos(vV22?).

On pourra poser t = z2.

NoTATIONS. Nommons (FE) ’équation. Posons
I, = R*, I, = R} et k € {1,2}. Posons encore
J =R}, pour différencier deux roles différents.

INTERVALLE DE RESOLUTION. Puisque 0 est un singu-
larité de (E), on résout (E) sur l'intervalle Ij,. Consta-
tons que sur I, toute solution de (E) est de classe 2.

CHANGEMENT DE  VARIABLE. L’application
w: Iy — J, x+— t=2? est bijective et €2, ainsi
que sa réciproque. Alors, a toute solution y de (E)
sur [ est associée une unique fonction z : J — R de
classe €2, définie par z = you ™!, ou encore y = zou

préférablement.
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EXERCICES DE COLLES — QUATRI]:]ME SEMAINE

NOUVELLE EQUATION. Soit y : I, — R une solution
de (E) sur I. En notant y = zou,onay =u' -z ou
ety =u" 2 ou+u'? 2" ou. Ainsi, pour tout x € Iy,
y'(x) =222 (2?), y"(x) = 22/ (2?) + 422 2" (2?) et
zy”(x) — ' (z) + 823 y(x) = 23 cos(v/22?)
— 423" (2?) + 823 2(2?) = 2% cos(V2?).

Comme z # 0 et que l'on a posé t = z2

simplifier par x> et I’équation

(E)

, on peut

Vr € Iy,

2y () — o/ (2) + 82 y() = * cos(v3a?)
équivaut a I’équation

(L)  VteJ, 2'(t) +2z(t) = 1 cos(V20).

RESOLUTION DE (E) SUR Ij. Sans difficulté, I'en-
semble des solutions de (L) sur J est

{gap:J =R, t o cos(V2t) + Bsin(vV2t)
+ Y2 ¢sin(V21), (o, B) € R?}.
Donc l'ensemble des solutions de (E) sur I est
{frap : I = R, t = acos(v22?)
+ Bsin(v2x?) + ‘{—ng sin(v/2z2),
(a,B) € R*}.

Cccp

V]

Etudier Pintégrabilité sur ]0, 4+oco[ de la fonction

21 t
fit—exp (—t—Hntbl?) .
PREAMBULE. La fonction f est continue sur |0, +oo].
ETUDE EN 0. Au voisinage de 0,
f(t) =e texp(Int (1 + O(t?)))
=te texp(O(t?Int)) ~ t,

donc limg f = 0 et f est prolongeable par continuité
en 0, donc elle est intégrable en 0.

ETUDE EN +00. Au voisinage de 400,

lntSlTnt =o(1) donc f(t) ~e".

Or t — e~ * est intégrable en +oo donc f aussi.

CONCLUSION. f est intégrable sur |0, 4+o0].
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1. En posant z(0) = sin fy(cos 0), résoudre sur |—1, 1|
I’équation différentielle

(E) (2 = 1)y" + 32y — 8y =0.

2. Résoudre (F) complétement.

1. Pour commencer, le cosinus est bijectif et € de
10, 7[ sur |—1,1[, ainsi que sa réciproque. Donc on
étudie z sur |0, 7[. En outre, pour x € |—1, 1], on pose
x = cos @ avec 0 € 10, 7] et (E) devient

—sin? 0y” (cos ) + 3 cos 0y’ (cos §) — 8y(cosf) = 0.
D’autre part, en dérivant z(f) = sin fy(cosf), on a
2/(0) = cos Oy(cos @) — sin® By (cosh),
2"(0) = —sinfy(cosh) — 3sin O cos Oy’ (cos b)
+sin® y” (cos )
—sin @ (—sin? By (cos 0)
+ 3cos By’ (cos B)) — sin Oy(cos H)
—sin 88y(cos ) — sin O y(cos )
—92(0).

Ainsi, 2 = 0 — acos(30) +asin(360) avec (o, B) € R?.
Or

cos(36) = 4cos®§ — 3cos = 42® — 3z
sin(360) = (4cos? 6 — 1)sinf = (42% — 1) /1 — 22,
Alors, ’'ensemble des solutions sur |—1, 1] de (F) est

423 — 3z

A-11(B) = {ﬂc — N

+ B(4$2 - 1)7

(o, B) € RQ}.

2. Pour résoudre (E) sur les intervalles |—oo, —1|
et |1, +oo[, on pourrait procéder de méme avec la
trigonométrie hyperbolique. Cela dit, on voit que
r — 422 — 1 est solution sur |-1,1[ de (E) :
comme il s’agit d’un polynoéme, il est aussi so-
lution sur R. En outre, on vérifie aisément que
x — (423 — 3x)/Vx2 — 1 est solution de (E) sur
]—o0, —1] et ]1,4+00]. Alors, puisque sur ces inter-
valles I’espace des solutions est de dimension 2 et que
l’on a deux solutions indépendantes (car I'une est un
polynoéme et autre pas), on a toutes les solutions.



