Exercices de colles — cinquieme semaine

[1] ccp

Rayons de convergence des séries entieres

Zln(n;rl):r" et S sin(e™)a".

1.O0naln(1+ %) ~ % De plus, > %:c” a pour rayon
de convergence 1, car 'on reconnait le développe-
ment en série entiere de —In(1 — z). Donc le rayon
de convergence cherché vaut 1.

2. De méme, sin(e™ ") ~ e~ ", ou ’on retrouve une sé-
b )

rie géométrique, donc le rayon de convergence cherché
vaut e.

(11}

1. Pour a € R, étudier l'intégrabilité sur R* de la
fonction f, : x — Arctan(x)/x®.

2. Calculer fRi f3/2-

1. fo est continue sur R%. On a fu(z) ~o 1/z*7!
et fo() ~joo ™/(22%) donc f, est intégrable sur
]0,1] si et seulement si o« — 1 < 1 et sur [1,4+o0[ si et
seulement si o > 1. Ainsi, f, est intégrable sur RZ si
et seulement si 1 < o < 2.

2. Pour calculer l'intégrale, on intégre par parties, on
pose u = v/t et on décompose en éléments simples la
fraction obtenue : [L. f3/2 =mV/2.

+

Voici une détermination de cette intégrale avec le
module de calcul formel sympy de python.

>>> from sympy import *

>>> x = Symbol(’x’)

>>> integrate(atan(x)/x/sqrt(x), (x,0,00))
sqrt (2)*pi
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Déterminer le rayon de convergence de

n!)? 2n+1
Z((?Tf)!z +1)

n>=0

Notons a,, le coefficient général. Soit = # 0 :

Ani1 $2"+3

an, x2n+1

~ (n+1)a? z?
2(2n4+1) notoo’ 4

donc d’aprés la régle de d’Alembert, si z2/4 < 1,
c’est-a-dire |z| < 2, la série numérique Y a,, 2?1
converge absolument, et si 72 > 4, c’est-a-dire |z| > 2,
> an 2"t diverge grossierement. Par définition, le
rayon de convergence vaut donc 2.

IV] AM

oo 1
Calculer / ( — Arcsin > dzx.
1 X X

CONVERGENCE. La fonction
1 1
fix+— — — Arcsin —
X xr
est continue (par morceaux) sur [1, +oo[. De plus

1
too B3

f(z)

et d’apres les intégrales de Riemann, comme 3 > 1,
x + 1/2% est intégrable sur [1,4oo[, donc f 'est
aussi. Ainsi, 'intégrale converge.

CALcuL. Faisons une intégration par parties en dé-
rivant f et en intégrant x — 1. Les fonctions f et
g :x — z sont de classe €1 sur [1,+o0o[; alors I’éga-
lité suivante est valide, a condition que deux des trois
termes aient un sens :

/1+Oog'f = [gf}joo - /1+Oogf’~

Or f1+°o g’ [ converge, c’est 'intégrale de départ ; et
le crochet a un sens car limy o, g f = 0, d’apres 1’équi-
valent de f ci-dessus. Alors,

+oo 1
/ ( — Arcsin 1) dx
1 T T

1 too

= {x ( — Arcsin 1)}
T z)],

/+°° 1 —1/x?
- |- ——= | do
1 z V1-=1/x?

+o00o
T 1 1
=——1 - — —— | dux.
2 +/1 <$ x2—1) *

Ici, nous « reconnaissons » une dérivée usuelle : pour
x> 1,

%(ln(z—}— Va2 —1)) = 21

d Va2 =1’
donc
teo /1 1
[
1 x 2 —1
+oo
= [lnx—ln(w—i—\/:ﬂ—l)}l
T oo 1
= lni :ln*.
r+Vr2—-1], 2
Finalement,

+o00
1 1
/ (—Arcsin)dx:ﬂ—l—lnz
1 x T 2
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VARIANTE. Voici une autre calcul, dont les détails et
justifications sont laissées en exercice.

teo /1 1
/ ( — Arcsin ) dx
1 T T
1
d
= / (u — Arcsin u)—g
O u

- Arcsin)| 1

u 0

1
1 1
+ -1 - —— | du PP
/0 u( vl—u2) (IPE)
T
:—1 —
+2
/2 1
—|—/O sin9< —9) cosfdf (u=sinb)
/2 cosh — 1
=—-14+—= —de
+2+/0 sin 0
T
:—]_ —
+2
”/275111% costl—Qsian
+/ g 40 . ] 0
0 Ccos 5 sin ¢ = 2sin 5 cos 5
. /2
=—14 =+ |2Ilncos =
2 2],
T 1
=—14+—=+In-=-.
+2+ n2

4

Donner le rayon de convergence de

Y vat m (1 + \/15> "

nz1

CcCP

Notons a,, le coefficient général. Comme

(="
L _ \/5(71)"71 _
Vn
les séries entieres ), o, ana™ et 3o o, bya™ ont le
méme rayon de convergence R. De plus, puisque
—1< ()<l

bnv

)

Vi <, < 1.

2

2

On a n ° 1/n. Le rayon de convergence de
> a™/n est Ry = 1. Le rayon de convergence de
> a™ est Ry = 1. Alors R vérifie Ry > R > R, donc
R=1.

AM

[VI]

Sans autre précision de 1’énoncé, considérons que
n € N.

CONVERCENCE. Pour tout n € N, la fonction
fn i 1/(1+23)™ est continue sur R
Comme fy = 1, elle n’est pas intégrable sur R .
Sin > 1, fo(@) ~1oo 1/2%". Or o+ 1/23™ est
intégrable sur [1,+oo[ car 3n > 1. Alors f,, est inté-
grable sur R : l'intégrale converge, notons-la I,,.

CALcUL. Intégrons par parties : chaque terme du
calcul suivant a un sens donc le calcul a un sens.

x Foo /‘*“’O 3nzddz
In = + —_—
rar), T Wras
= 3’)’L(In — In+1)

_ 1
3n

n—1 1
In:hH (1—3k>.
k=1
Il reste a expliciter I;. On décompose la fraction en
éléments simples, et on trouve

2
Il = §7r\/§

donc I,11 = (1
diate,

)I,,. Par une récurrence immé-

Voici une détermination de cette intégrale avec le
module de calcul formel sympy de python.

>>> from sympy import *

>>> t = Symbol(’t’)

>>> integrate(1/(1 + t**3), (t, 0, 00))
2xsqrt (3) *pi/9



