Exercices de colles — septieme semaine

(I} Ccs
1. Trouver le domaine de définition de la fonction
1

et
]071[ lnt

fix—

2. Montrer que la fonction f est de classe €' sur ce
domaine et lipschitzienne sur R .

1. Soit = € R, fizé. La fonction
t—1
Int
est continue sur ]0,1[. De plus, limg+ h = 0 et
lim;- h = e~ donc h se prolonge par continuité
sur [0,1]. Alors elle est intégrable sur ]0, 1[.
Ainsi, f est définie sur R.

2. Posons A =R et I =10, 1[. Soit

—xt

h:t— e

—1
Int
o On vient de voir que pour tout z € A, t — g(z,t)
est intégrable sur I.
o De plus, pour tout t € I, x — g(z,t) est de
classe € sur A, et

—xt

t
g:AxI =R, (z,t) — e

t—1

Int
o Bien-siir, pour tout x € A, t — %(x,
nue sur .

o Enfin, pour tout segment [a,b] C R et tout
(x,t) € [a,b] x I,
t—1

dg —a
ax(x,t)‘ tTmax(le ).

En effet, si x > 0, t — e~ ** décroit sur [0,1] donc
et <9 =1. Et si 2 < 0, cette fonction croit donc

e—xt

Y(z, )eAng(xt) —t

t) est conti-

e < e < e % En notant M = max(1,e™%),
pour tout t € I,
t— 1
tiM Mi = Mg(0,t
Int Int 9(0.%),

ot 'on a vu que t — ¢(0,t) est intégrable sur I —
c’est la fonction h de la question 1 pour z = 0. Donc

% vérifie bien '’hypothese de domination.

Alors
e pour tout = € [a,b], t — gg (x,t) est intégrable
sur [ ;
o fest de classe ¢! sur [a, ] ; comme c’est vrai pour
tout segment [a,b] C A, f est de classe € sur A;
e et pour tout x € A,

8g Ly—1
! _ xt
fl(z) = r —(z,t)dt = / t—lnt dt.

En outre, pour z > 0,

1 1
A g t—1
— e xt < .
|f'(@)| = / — dt\/otlntdt

Notons k cette derniére intégrale. D’apres 1'inégalité
des accroissements finis, f est k-lipschitzienne sur R .

(11} MP17
Déterminer le domaine de définition et la somme de
+oo n
T
: —> .
Jia ;n(n—&-l)@n—l—l)

1. Pour n € N, notons a,, le coefficient général. C’est
une fraction rationnelle en n, donc le rayon de conver-
gence cherché est le méme que celui de la série > a™,
qui vaut 1.

En outre, a,, ~ 1/(2n?), donc Y a, et >_(—1)"a
convergent absolument.

Le domaine de définition de f est donc [—1, 1].

2. Décomposons en éléments simples : pour n > 1,
1 1 1 4

nt1)@ntl) n ntl 2ntl
Pour z € |-1,1],
WX X X oam
= — —4 .
; n +;n+ ;Qn—i-l
On sait que
Z— —In(1 — ).
Six#0,
+oo " B 1+°° xn—i—l
n:1n+1_asn:1n+1
:fZ— —In(l1 —2z) —2)
Siz >0, x:(\/f) donc
)2n+1

+00 " \/7)2n
Z2n+1 _Z 2n+1

Par ailleurs, si u € ]—1, 1],

\fz 2n+1

400 +o0o 400
u2n+1 un u2n

2n+1 n 2n

n=1 n=2 n=1

1
—ln(l—u)—u+§ln(1—u2)

_ L 1—u? _ 1t
I R R R R B
donc
+oo n
1 1+\F 1

x
In
;2n+1 2z -V
Enfin, siz <0, z = —(\/—.Z‘)Q donc

+o00 )n

Zznﬂ 2:: 2n+1

L NS gy
Hz( 2 2n+1
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Et siuwe]-1,1],

400 . u2n+1 o0 . u2n+1
>_(=1) o1 2V T
n=1 n+ n=0 n+
= Arctanu — u,
donc
00 n 1
Z —— = —— (Arctan(v/—2 ) — vV—2x)
ot 2n+1 V-
1

— Arctan(v/—z) — 1.
Finalement, f(0) =0. Si z > 0,
flz)=3—-In(1 —2) — 1ln(l —x)

x
1+ vz
11—z

2
——In

Jz

Et si x <0,

f(z) :371n(1—z)7%1n(17x)

\/% Arctan(v/—z).

IT1 CCINP25
+o00 e—2t
Considérons la fonction f : x +— / dt.

1. Montrer qu’elle est définie et continue sur RY .

2. Calculer xkr}_loo x f(x).

3. Donner un équivalent de f(x)

1. Considérons A = R*, I = [0, +00] et

o2t
g: AxI =R, (z,t)— .
T+t

Utilisons le théoréme de continuité des intégrales
dépendant d’'un parametre.
o Pour tout t € I, x — g(z,t) est continue sur A,
par opérations usuelles.
o De méme, pour tout = € A, t — g(x,t) est continue
sur /.
o Pour tout segment [a,b] C A avec 0 < a < b, et
pour tout (x,t) € [a,b] x I, v+t > a donc

lg(z, O < ge™™,

ou t — e 2! est intégrable sur I car 2 > 0, donc g

vérifie ’hypothese de domination.

Alors,
e pour tout x € A, t — g(z,t) est intégrable sur I ;
e f est définie et continue sur tout segment de A,
donc sur A.

2. Soit > 0. On a

+o0 —2t
r+t—t)e
0 T+t
e—2t

“+o0o +oo t
/ e_2tdt—/
0 0 T+t

dit

dt.

2(3

Or, pour tout t € I, x +t > = donc
+o0 —2t
Og/ te
0 l“"t
1 /+°O
0

donc IEIEOO x f(x)

dt

1
te ?tdt = — ——— 0,

<
= 4x z—+oo

€T

1

5.
3. Par définition des équivalents, cela signifie que

f(x) !

z—+4o0 20

v
Déterminer le rayon de convergence et la somme de

:L.’I'L

2 aay

CCINP25

1
RAYON DE CONVERGENCE. On a m <
n).
n

x
rayon de convergence de E — vaut +o0, donc le
n

rayon de convergence cherché, qui lui est supérieur,
vaut aussi +oo.

SOMME. Le développement proposé ressemble a celui
de ch. Plus précisément, si x > 0, z = (/7 )2, donc

S AR (V)
;(Qn)!_;] nr ~ V)

Etsiz <0,z = —(v/—)?, donc

+0 o 0 {0 vz )2"
Z:% @)l Z_%()@(n)') = otV
Finalement,
X2 feh(vE)  siz =0,
T;) (2n)! {cos(\/Tx) siz < 0.

V]
Lorsque c’est possible, on pose
1
In(1+ 2t
fla) = [ 2O
0
1. Montrer que l’ensemble de définition de f
contient |—1, 1].
2. Montrer que f est de classe € sur ]0, 1] et déter-
miner f'.

CCP

dt.

1. Soit = € |—1,1[. Pour tout t € ]0, 1],
14+2t>1—-t>20
donc In(1 4 zt) est bien défini. Ainsi, la fonction
In(1+ zt)
t
est continue sur ]0,1]. Pour ¢ au voisinage de 0,
h(t) ~ x, donc h se prolonge par continuité en 0,

et est donc intégrable sur ]0,1]. Ainsi, f est bien
définie sur ]—1,1].

h:]0,1] = R, ¢t —
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2. Considérons A =0,1[, I =10, 1] et la fonction
In(1 t
g: AxI =R, (x,t)Hw.

o Par opérations usuelles,
t — g(z,t) est intégrable sur I, car on reconnait h.

o Toujours par opérations usuelles, pour tout t € I,
2+ g(z,t) est de classe € et pour tout (x,t) € AxI,

dg 1
8x( 1) = 1+t

o Encore par opérations usuelles, pour tout € A,

t— 89 9 (x,t) est continue sur I.
o Enﬁn pour tout (x t) e Ax1I,

ou la fonction ¢ — 1 est bien intégrable sur I.
Alors, d’apres la formule de Leibniz,
e pour tout z € A, t — 8 9 (x,t) est intégrable sur I,

o f est de classe %1 sur A
e et pour tout x € A,

1 dg Loat
_ [In(1+2t) ! _ In(1+x)
B x —o x

CCP

[VI]

Déterminer le rayon de convergence et la somme de

-1 nl,Qn
3 (=1

2n(2n—1)

pour tout = € A,

3

3

1
2n(2n—1)
une fraction rationnelle en n, le rayon de convergence
cherché vaut celui de la série entiere > (—1)"z?", qui
est une série géométrique de raison —x2, donc qui
converge si et seulement si |—22| < 1, c’est-a-dire si
|z| < 1. Ainsi, le rayon de convergence vaut 1.

RAYON DE CONVERGENCE. Comme est

SOMME. Voici deux calculs de la somme.

Primitivation. On reconnait la somme de cette
série entiere comme une primitive de

+oo z2n—1 +oo " 22n+1
P e R NI e
= — Arctan z.

Done, pour tout x € |—1, 1], en intégrant par parties,

+oo 2n T
_1)n
—2n(2n-1) 0
z Totdt
_[tArctant}O —|—/O e

1
= —z Arctanz + 3 In(1 + 22).

Décomposition. En utilisant les développement en
série entiere usuels, pour tout = € |—1, 1],

— 2(-1)”(2;_1 — 2171)932"
1 +3 Z

7932 n 1 ?
§ln(1 + ?).

—+oo

—1)"2?"
Z( )

— 2n(2n—1)

2)n

n=1

—x Arctanz +



