Modes de convergence

Contexte général

1. CONTEXTE. Comme a 'accoutumée, K désigne R
ou C. I est un intervalle quelconque de R.

2. NOTATION. Etant donnée une fonction ¢ : I — K
bornée sur I, notons

lgll% = sup |g(x)].
zel

3. CONTEXTE. Considérons des fonctions f,, : I — K
oun € N.

Suites de fonctions

4. CONTEXTE. Etudions lasuite de fonctions (fn)nen-

CONVERGENCE SIMPLE

5. DEFINITIONS. La suite de fonctions (f,)nen
converge simplement sur I si pour tout x € I, la
suite numérique (f,,(z))nen converge.
Dans ce cas, la fonction
f:I—=K z— lim f,(x)
n—-+00

s’appelle la limite simple de la suite de fonctions
(fn)nen- On dit que cette suite converge simplement
sur I vers f.

CONVERGENCE UNIFORME

6. DEFINITIONS. La suite de fonctions (f,)nen
converge uniformément sur I s’il existe une fonction
f 1 — K telle que

; I

lim ”.fn_fHoo:O

n—-4oo

Dans ce cas, la fonction f s’appelle la limite uni-
forme de la suite de fonctions (f,)nen. On dit que
cette suite converge uniformément sur I vers f.

7. THEOREME. Si la suite de fonctions (fp)nen
converge uniformément sur I, alors elle converge sim-
plement sur 1.

8. THEOREME. La suite de fonctions (f,)nen
converge uniformément sur I vers f si et seulement
s’il existe une suite (v, )nen de réels positifs tels que

i) Vo € N,Va € 1, |fale) — F(@)] < ans

T _ .

ii) Jim o 0;

iii) «;, ne dépend pas de x.

9. THEOREME. S’il existe une suite (Z,)nen
d’éléments de I telle que la suite numérique
(fn(zn) — f(zn))nen ne tende pas vers 0, alors la
suite de fonctions (f,)nen ne converge pas uniformé-
ment sur I vers f.

Séries de fonctions

10. DEFINITION. Etudier la série de fonctions > fusi-
gnifie étudier la suite de fonctions (S,), ot les fonctions

n
Sn= 2> fx
k=0
s’appellent les sommes partielles.

CONVERGENCE SIMPLE

11. DEFINITIONS. La série de fonctions Y f,
converge simplement sur I si pour tout x € I, la
série numérique . f,,(x) converge, autrement dit, si
la suite des sommes partielles (S,,) converge simple-
ment sur I.

Dans ce cas, la limite simple de la suite (S5,,),

“+o0

Stz ) fulz),
n=0

s’appelle la somme de la série de fonctions et se note
+oo
S=2 o

n=0

De plus, pour n > 0, la fonction

—+o0 —+o0

Ry= > ferz— 3 fulz)

k=n-+1 k=n+1
s’appelle le reste d’ordre n de la série de fonctions.

CONVERGENCE UNIFORME

12. DEFINITION. La série de fonctions Y f,, converge
uniformément sur I si la suite des sommes partielles
(Sy) converge uniformément sur 1.

13. THEOREME. Si la série de fonctions > f,
converge uniformément sur I, alors elle converge sim-
plement sur 1.

14. THEOREME. Supposons que la série de fonctions
> fn converge simplement sur I. Elle converge uni-
formément sur [ si et seulement si la suite des restes
(R,) converge uniformément vers la fonction nulle
sur 1.

CONVERGENCE NORMALE

15. DEFINITION. La série de fonctions Y f,, converge
normalement sur I si la série numérique > || £, [I%
converge.

16. THEOREME. Si la série de fonctions > f,
converge normalement sur I, alors elle converge uni-
formément sur 1.

17. THEOREME. La série de fonctions Y f,, converge
normalement sur [ si et seulement s’il existe une suite
numérique (ay,) telle que

i) Vne N,V € I, |fu(2)] < an;
ii) la série numérique Y «;, converge;

iii) @, ne dépend pas de z.
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