Permutations de limites

1. CONTEXTE.
Comme a l'accoutumée, K désigne R ou C.
I est un intervalle quelconque de R.
Considérons des fonctions f, : I — K oun € N.

Suites de fonctions

2. CONTEXTE. Etudions la suite de fonctions (fy, )nen.
Si elle converge simplement sur I, nommons f sa li-
mite simple :

f:I—-K 2w f(x)= lim f,(z).

n—-+oo

3. THEOREME : CONTINUITE.

SUPPOSONS QUE

o pour tout n € N, f,, est continue sur [ ;

o (fn)nen converge uniformément vers f sur I.
ALORS

e f est continue sur I.

4. THEOREME : CLASSE %1.

SUPPOSONS QUE

o pour tout n € N, f,, est de classe ¢! sur I;

o (fn)nen converge simplement vers f sur I ;

o (f!)nen converge uniformément sur I : notons g
sa limite simple.

ALORS

e f est de classe €' sur I;

o =y

5. THEOREME : CLASSE €.
Soit k € N*.

SUPPOSONS QUE

o pour tout n € N, f, est de classe €* sur I ;

o pour tout p € [0,k — 1], ( ,(lp))neN converge sim-
plement sur  : notons g, sa limite simple si p > 1;

o ( f,(Lk))neN converge uniformément sur I : notons
gr. sa limite simple.

ALORS

e f est de classe €% sur I;

o Vpe[Lk], f® =g,.

6. THEOREME : INTEGRATION SUR UN SEGMENT.
Soient a et b dans I, avec a < b.

SUPPOSONS QUE

o pour tout n € N, f,, est continue sur [a, ] ;

o (fn)nen converge uniformément vers f sur [a, b].

ALORS

e lim /:fn(t)dt:/abf(t)dt.

n—-+oo

7. THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE.

SUPPOSONS QUE

o pourtoutn €N, f, est continue par morceauxsur [ ;

o (fn)nen converge simplement vers f sur T ;

o f est continue par morceaux sur [ ;

o hypothése de domination : il existe une fonction ¢
intégrable sur I telle que

Vn e N,Vz € I, [f(z)] < p(z).

ALORS
e pour tout n € N, f,, est intégrable sur [ ;
e f est intégrable sur [ ;

o o= [ g
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PERMUTATIONS DE LIMITES

Séries de fonctions

8. CONTEXTE. Etudions la série de fonctions 3 f,,.

9. THEOREME : DOUBLE LIMITE.
Soit a une extrémité de I, éventuellement infinie.

SUPPOSONS QUE

o > fn converge uniformément sur I ;

o pour tout n € N, f,, admet une limite finie ¢,, en a.

ALORS

e la série numérique Y ¥, converge;

e la somme Z:::) fn admet une limite finie en a qui
vaut 327 £, ; autrement dit,

“+o0 +oo
;g;nm=;gymy

10. THEOREME : CONTINUITE.

SUPPOSONS QUE
o pour tout n € N, f,, est continue sur [ ;
o > fn converge uniformément sur I.

ALORS
e la somme E::é fn est continue sur 1.

11. THEOREME : CLASSE %1.

SUPPOSONS QUE

o pour tout n € N, f,, est de classe € sur I;
o > fn converge simplement sur I ;

o > fr converge uniformément sur I.

ALORS
e la somme Z::a fn est de classe €' sur I;

+oo ! +oo
L (Xn) -
n=0 n=0

2

2

12. THEOREME : CLASSE %%,
Soit k£ € N*.

SUPPOSONS QUE

o pour tout n € N, f,, est de classe €% sur I;

o pour tout p € [0,k — 1], ZfT(Lp) converge simple-
ment sur [ ;

o > fy(Lk) converge uniformément sur I.

ALORS

e la somme Z:i% fn est de classe €% sur I;

“+o0

(p)
-wwﬂ«zg
n=0

400

=> 1.
n=0

13. THEOREME : INTEGRATION SUR UN SEGMENT.
Soient a et b dans I, avec a < b.

SUPPOSONS QUE

o pour tout n € N, f, est continue sur [a,b];

o > fn converge uniformément sur [a, b].

ALORS
b o0 +o0 b

o [ nwa=Y [ nwa
a n=0 n=0"va

14. THEOREME : INTEGRATION SUR UN INTERVALLE.
Soit Y f,, une série de fonctions de I dans K.

SUPPOSONS QUE

o pour tout n € N, f,, est intégrable sur [ ;

o > fn converge simplement sur I ;

o la somme Z::é fn est continue par morceaux
sur [;

o la série numérique - [;|fn| converge.

ALORS

o lasomme Y% f, est intégrable sur I;

400 +00
. /I;)fn:;)/lfn.



