Espaces préhilbertiens réels

1. CONTEXTE. Soit E un R-espace vectoriel.

Produit scalaire euclidien

DEFINITIONS

2. DEFINITION. Une forme bilinéaire sur E est une
application

2 E* — R, (x,y) = @(x,y),
telle que

— pour tout = de E, 'application y — @(x,y) est
une forme linéaire ;

— pour tout y de E, lapplication = — ¢(x,y) est
une forme linéaire.

3. DEFINITIONS. Elle est
— symétrique si
V(z,y) € %, o(y,z) = p(z,y);
— positive si
Ve € E, p(z,x) > 0;
— définie positive si
Ve e EXx{0g}, ¢(z,z) > 0.

4. DEFINITION. Un produit scalaire euclidien sur E

est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Le produit scalaire de deux vecteurs x et y de F est
souvent noté (z|y), (x,y), (z|y) ou x - y.

5. CONTEXTE. Soit (-|-) un tel produit scalaire.

6. DEFINITION. La norme euclidienne associée est
I’application

I B = Ry, z = ] = vi(z]|z).

7. DEFINITION. Le couple (E,(-]-)), souvent noté
abusivement F, est un espace préhilbertien réel, ou
un espace euclidien si E est de dimension finie.

PROPRIETES

8. CONTEXTE. Soient x et y deux vecteurs de E.
9. THEOREME DE PYTHAGORE GENERALISE.

Iz +yll* = l=l1* + 2(z|y) + [yl
10. THEOREME : IDENTITES DE POLARISATION.

(z]y) = 5 (lz +yl* = =] = llyl1?)

= 1 (lz+yl* =z —yl*).

11. THEOREME : INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ.

@yl < =yl

Il y a égalité si et seulement si x et y sont liés.

12. THEOREME : INEGALITE DE MINKOWSKI.
|z +yll < llzll + llyll-

Il y a égalité si et seulement si x et y sont colinéaires
de méme sens.

13. THEOREME DE REPRESENTATION.
Si E est euclidien,

Vo € &(E,R),Jla € E.Vz € E, p(z) = (a|x).

14. THEOREME. L’espace (E, ||-||) est un espace vec-
toriel normé.

Orthogonalité

15. CONTEXTE. Soit E un espace préhilbertien réel,
de produit scalaire (-|-) et de norme ||-||.

GENERALITES

16. DEFINITION. Deux vecteurs z et y de E sont or-
thogonaux si (xz]y) = 0 et I'on note = L y.

17. DEFINITION. Deux parties A et B de E sont or-
thogonales si

Vo € A,y € B, (x|y) =0.
Dans ce cas, on note A 1L B.
18. DEFINITION. L’orthogonal d’une partie A de E est
At ={z € E|Vye A, (z]y)=0}.
On note (A+)+ = AL

19. THEOREME. Pour toute partie A de E, A est
un sous-espace vectoriel de E et A C A+,

SUPPLEMENTAIRES ORTHOGONAUX
20. CONTEXTE. Soit F'unsous-espace vectoriel de E.
21. THEOREME. F N F+ = {0}.

22. DEFINITION. F admet un supplémentaire ortho-
gonal s’il existe un sous-espace vectoriel G de F tel
que E=F®Get F1LG.

23. THEOREME. Dans ce cas, G = Ft et F = G*.
On peut donc dire que F* est le supplémentaire
orthogonal de F.

24. THEOREME. Si F est euclidien, E = F @ F* et
dim Ft =dim F —dim F.
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ESPACES PREHILBERTIENS REELS

FAMILLES ORTHONORMEES
25. DEFINITION. Un vecteur e est unitaire ou normé
si [le]| = 1.
26. DEFINITION. Soit un ensemble d’indices I. Une
famille (e;);e; de vecteurs de E est orthogonale si
V(i,j) € I?, i # j = (eile;) = 0.
Elle est orthonormée ou orthonormale si
. 0 sii#j,
v(i,j) € I?, (€¢|€j)5ij{ L
1 sii=j.
27. THEOREME. Toute famille orthogonale ne conte-

nant pas Og et toute famille orthonormée est libre.

28. DEFINITION. Une base orthonormée ou orthonor-
male de E est une famille orthonormée qui est aussi
une base de E.

BASES ORTHONORMEES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

29. CONTEXTE. Dans ce paragraphe, supposons que
FE est euclidien, de dimension n.

30. THEOREME : PROCEDE D’ORTHONORMALISATION
DE GRAM-SCHMIDT. Soit une base (e1,...,e,) de E.
Il existe une unique base orthonormée (eg,...,e,)
de FE telle que pour tout k € [1,n],

Vect({e1,...,ex}) = Vect({e1,...,ex}),
(ex|ex) > 0.
On ae = ﬁ et
€1 k—1
Ek — 1 € |€k)€;
Vk € [2,n], ex = b2 (eln)

k—1 '
Vlerl? = S e fen)?

31. CONTEXTE. Soient & = (ey,...,e,) une base
orthonormée de F, x et y deux vecteurs de E.
32. THEOREME.

w= (eilw)e, ol =) (ei]@)?,
i=1 =1
(@ly) = (eilx)(eily).

i=1

2

2

33. THEOREME. Si X = matg(zr) et Y = matg(y),

(zly) =XTY=YTX.

PROJECTION ORTHOGONALE

34. CONTEXTE. Revenons au cas général : E est pré-
hilbertien réel.

35. DEFINITION. Un projecteur de E est orthogonal
si son image et son noyau sont orthogonaux.

36. THEOREME. Pour tout vecteur e non nul de E,
E=Re®et
et le projecteur orthogonal sur Re est I’application

any
(ele)
37. CONTEXTE. Soit F' un sous-espace vectoriel de E,

de dimension finie p. Soit (e;)1<i<p une base ortho-
normée de F'.

pe: B — E, x—

38. THEOREME. E = F @ F* et le projecteur ortho-
gonal sur F' est I’application

P
pr:E— E, $’—>Z(€i|9€)€i-

=1
39. THEOREME : INEGALITE DE BESSEL.
Vr € B, |pr(2)] < |zl

40. THEOREME. Soit z € E.

Vy e F, |z —pr@)] < llz -yl

La borne inférieure infycpljz — y|| existe et est
atteinte. C’est la distance de x a F, notée d(z, F).
— Vel [z -yl =dx F) <y =pr(z)

P

— d(2,F)* = ||lz —pr(@)|* = ||lz]* = Y _(es|)®.

=1



