Structures algébriques élémentaires

AVERTISSEMENT. Selon le programme, les structures algébriques ne doivent pas étre étudiées pour elles-mémes
en toute généralité. Voici néanmoins un survol rapide des notions algébriques élémentaires.

Lois de composition

Soient E et K deux ensembles.

DEFINITIONS. Toute application de E x E dans E
s’appelle une loi de composition interne sur E ou lot
interne sur E. Toute application de K x E dans F
s’appelle une loi externe de domaine K sur E ou loi
d’action de K sur E. On note ces applications a I’aide
d’un symbole, * par exemple, que ’on place entre les
deux variables :

ExXE—=E, (z,y) — x*xy,
KxE—=E, (\z)— Axx.

Pour désigner une loi abstraite, on utilise souvent
les symboles x (étoile), x (star), T (truc) ou L (an-
titruc). 1l arrive que le méme symbole désigne des
lois différentes, mais le contexte permet alors de les
distinguer.

Désormais, * désigne une lot interne sur E.

STABILITE. Une partie F' de E est stable pour la
loi * si

Y(z,y) € F?, zxy € F.
L’application F' x F — F, (z,y) — x xy s’appelle
la loi induite par * sur F, que 'on note encore x
abusivement.

ASSOCIATIVITE. La loi % est associative si
Y(z,y,z) € E3, (xxy)xz=ax(yx*z).

COMMUTATIVITE. Deux éléments x et y de E com-
mutent si x xy = y *x x. La loi x est commutative si
tous les éléments de ' commutent, c’est-a-dire si

V(z,y) € E?, xxy=1yx*x.

Certaines des notions qui suivent sont définies a
droite et a gauche, et il convient de distinguer les
deux c6tés si la loi n’est pas commutative. Naturelle-
ment, si elle ’est, les notions a droite et a gauche se
confondent.

ELEMENT NEUTRE. Un élément e de E est un élément
neutre pour la loi * si

VreE, xxe=exx =1x.

Désormais, on suppose que la loi x admet un élé-
ment neutre e.

ELEMENTS SYMETRISABLES. Un élément z de E est
symétrisable s’il existe un élément =’ de E tel que
zx 12 =2 xx = e; élément ' s’appelle un symé-
trique de x. Si la loi * n’est pas commutative, il arrive
qu’un élément soit symétrisable d’un seul coté.

DISTRIBUTIVITE. Soit une autre loi interne T sur E.
Elle est distributive par rapport a la loi * si

V(z,y,2) €E3 (xxy) Tz=(xT2)x(yT 2),
T (yxz2)=(x Ty x(xT2).

ELEMENT ABSORBANT. Un élément a de E est absor-
bant pour la loi * si

Vere E, xxa=ax*xx =a.

NOTATION ADDITIVE. On désigne souvent une loi
interne par le symbole + (plus, en pronongant le s).
La loi s’appelle alors la somme ou I’addition et ’'on
dit qu’elle est notée additivement.

La notation additive s’utilise exclusivement pour
des lois commutatives. Alors, dans les définitions pré-
cédentes, on se contente de la moitié des égalités.
Nous supposons maintenant que + est commutative.
S’il existe, le neutre de + se note souvent Og ou 0 :

VeeFE, xr+0=0+2z=zx.

Supposons que le neutre existe. Si un élément x de F
est symétrisable, son symétrique s’appelle son opposé
et se note —x : on a donc

ce que l'on écrit
r—xr=—x+x=0.

NOTATION MULTIPLICATIVE. Si ’on emploie le sym-
bole - (point) ou x (fois), la loi s’appelle le produit
ou la multiplication et ’on parle de notation multi-
plicative. Dans ce cas, on omet souvent le symbole et
I’on écrit

T Y=TXY=71TY.

La notation multiplicative s’emploie souvent pour
des lois non commutatives. Il faudra donc bien prendre
garde de respecter toutes les égalités dans les défini-
tions précédentes. S’il existe, le neutre de - est souvent
noté 1g oul:

Vee E, x1=1x = x.
Supposons que le neutre existe. Si un élément x de

est symétrisable, on dit qu’il est inversible, son symé-
trique s’appelle son inverse et se note 7! :
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Monoides

DEFINITION. Un monoide est un couple (M, %) consti-
tué d’un ensemble M et d’une loi interne * sur M,
associative et qui admet un élément neutre e € M.
Si la loi est de plus commutative, le monoide est
commutatif.

Désormais, (M, ) est un monoide commutalif.

CALCULS ET NOTATIONS. Puisque la loi * est a la fois
associative et commutative, étant donnés un entier
n € N* et des éléments x4, ...,x, dans M, la compo-
sée de ces éléments par * ne dépend ni de 'ordre des
opérations (grace a l'associativité) ni de I'ordre des
termes (grace & la commutativité). Alors, on adopte
les notations suivantes :

n
Ty kokxy = Ka,= X x,= k g
i=1 i€1,n] 1<ign
Plus généralement, on pose
* T; =e,

%)

et si I = {a,b,...} est un ensemble d’indices fini non
vide et (x;);cr sont des éléments de M, on écrit

Koy =T kTp R
i€l

Soit z € M. On pose 29 = e et pour n € N*,

n fois

Si z est symétrisable de symétrique z’, on pose

n fois

Si la loi * est notée additivement, ces notations
deviennent

> @

i€1,n]

n
$1+"'+$n=§ Zi E Tis
i=1 1<ign
r+---+r=nz,
——
n fois

(—x)+ -+ (—2) = —nuz.

n fois

Si la loi * est notée multiplicativement, les nota-
tions deviennent

n
i=1

x-x=z",
—

I -

i€1,n]

|| L,

1<ign

n fois
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Groupes

Dans ce paragraphe, toutes les lois internes sont
notées multiplicativement.

DEFINITION. Un groupe est un couple (G, -) consti-
tué d’un ensemble G et d’une loi interne - sur G qui
est associative, qui admet un élément neutre et pour
laquelle tout élément est symétrisable. Si la loi est
commutative, le groupe (G, ") est commutatif ou abé-
lien. Par abus, on parle du groupe G au lieu de (G, ).

Désormais, G est un groupe dont le neutre est e.

SOUS-GROUPES. Une partie non vide H de G est un
sous-groupe de G si H est stable par la loi - et H est
un groupe pour la loi induite.

Soit H C G. 1l est équivalent de dire

— H est un sous-groupe de G ;

— H est non vide et
Y(z,y) € H?, zy ' € H;
— H est non vide, H est stable par la loi - et

Ve e H, v~ € H.

Dans la pratique, la premiére chose a vérifier, c’est
que H est bien une partie de G. Un sous-groupe de G
contient forcément le neutre de G : c’est pourquoi
on montre souvent que H n’est pas vide en prouvant
qu’il contient e.

MORPHISMES DE GROUPES. Soient G et H deux
groupes dont les éléments neutres sont eg et ep.
Un morphisme ou homomorphisme de groupes de G
dans H est une application f : G — H telle que

V(w,y) € G*, flzy) = f(2) f(y).
Alors f(eg) =epy et
Vo e G, (f(x)™!

fla™h).

Un morphisme de G dans lui-méme s’appelle un
endomorphisme de G. Un isomorphisme de G sur H
est une bijection f : G — H telle que les applications
f et f~1 soient des morphismes. S’il en existe, on dit
que G et H sont isomorphes. Un isomorphisme de G
sur lui-méme s’appelle un automorphisme de G.

NOYAUX & IMAGES. Soit f un morphisme de groupes
de G dans H.

Le noyau de f est 'image réciproque par f de {ey}
et se note Ker(f) ou Ker f :

Ker(f) = /" (fen}) = {r € G | f(x) = en).

C’est un sous-groupe de G. Le morphisme f est in-
jectif si et seulement si son noyau est réduit & {eg}.

L’image de f est 'image directe par f de G et se
note Im(f) ou Im f :

Im(f) = f(G) ={y € H| Tz € G, f(z) =y}

C’est un sous-groupe de H. Le morphisme f est sur-
jectif si et seulement si son image est H tout entier.
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Anneaux

DEFINITION. Un anneau est un triplet (A, +, x)
constitué d’un ensemble A et de deux lois internes
sur A telles que

— (A, +) est un groupe abélien dont le neutre est
noté 0 et appelé élément nul de A ;

— (A, x) est un monoide, c’est-a-dire que x est
associative et admet un élément neutre noté 1
et appelé élément unité de A;

— la loi x est distributive par rapport a la loi +.

Si la loi X est commutative, A est un anneau com-
mutatif.

Si A est un singleton, on a forcément 0 = 1, et A
s’appelle 'anneau nul. Sinon, 0 # 1 et 'anneau est
non nul.

L’élément nul de A est absorbant pour X :

Vre A, z0=0x =0.

Désormais, (A, +, X) est un anneau, pas forcément
commutatif.

INTEGRITE. Un élément x € A est un diviseur de 0 &
gauche (resp. & droite) §’il existe un élément non nul
y € A tel que xy =0 (resp. yx = 0).

Dire que A n’admet pas de diviseur de 0 (& gauche
ou & droite) signifie donc que

Y(z,y) € A%, 2y =0 <= (r=0o0uy=0).
Un anneau A commutatif et sans diviseur de 0 est

un anneau intéegre.

ELEMENTS INVERSIBLES. Puisque la loi X est notée
multiplicativement, on parle d’inversibilité (éventuel-
lement & droite ou & gauche).

MORPHISMES D’ANNEAUX. Soient A et B deux an-
neaux dont les éléments neutres sont 04, Og, 14 et 15.
Un morphisme ou homomorphisme d’anneaux de A
dans B est une application f : A — B telle que

f(lA) =1pet
V(z,y) € A2, f(z+y) = f(z) + f(y),
flzy) = f(2) fy).
En particulier, f est un morphisme de groupes
de (A,+) dans (B,+). On définit donc de méme

un endomorphisme, un isomorphisme et un automor-
phisme. Le noyau et I'image gardent leur sens :

Ker(f) ={z € A| f(z) = 0p}.
Im(f) ={y e B| Iz €A, f(z) =y}

Corps

Un corps est un anneau (K, +, x) ou tout élément
non nul est inversible. Si la loi x est commutative,
le corps est commutatif. S’il ne l'est pas, on 'appelle
parfois une algébre a division.

Le programme nous impose de ne considérer que
les corps commutatifs.
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Espaces vectoriels

Soit K un corps.

DEFINITION. Un espace vectoriel sur K, ou K-espace
vectoriel, est un triplet (E,+,-) constitué d’un en-
semble E' muni d’une loi de composition interne +
et d’une loi de composition externe - de domaine K
telles que
— (E,+) est un groupe abélien ;
T V(.ﬁ,y) € EQ,V()\,/,L) € KQa
(A4 p)z = Az + i,
Az +y) = Az + Ay,
(Ap)z = A(pz),
loz =2
Les éléments de E sont des vecteurs. Le corps K est le
corps de base de E et ses éléments sont des scalaires.

SOUS-ESPACES VECTORIELS. Une partie non vide F
de E est un sous-espace vectoriel de F si elle est stable
par les lois + et - et si I’ est un K-espace vectoriel
pour les lois induites.

Soit F' une partie de E. Il est équivalent de dire :

— F est un sous-espace vectoriel de F;

— F' est non vide et stable par les lois + et -;

— F est non vide et

V(z,y) € F2VAE€ K, z+ Ay € F.

Dans la pratique, la premiere chose a vérifier, c’est
que F' est bien une partie de E. Un sous-espace vec-
toriel contient forcément le vecteur nul de E : c’est
pourquoi, on montre souvent que F' n’est pas vide en
prouvant qu’il contient 0.

APPLICATIONS LINEAIRES. Soient E et F deux K-
espaces vectoriels de vecteurs nuls Og et Op.
Une application linéaire de E dans F est une ap-
plication u : ' — F telle que
Y(z,y) € B2\ € K, u(z +1vy) = u(x) + u(y),
u(Az) = du(x).
ou, de maniere équivalente,

Y(z,y) € B2 VA € K, u(x + \y) = u(z) + Au(y).
En particulier, u est un morphisme de groupes
de (E,+) dans (F,+). On définit donc aussi un endo-
morphisme, un isomorphisme et un automorphisme.

L’ensemble des applications linéaires de E dans F
se note £(E, F), 'ensemble des endomorphismes de £
se note £(F) et I'ensemble des automorphismes de E
s’appelle le groupe linéaire de E et se note GL(E).

Etant donnée une application linéaire u € £(F, F),
son noyau est

Ker(u) ={z € E | u(z) = 0p}.
C’est un sous-espace vectoriel de E. Son image est
Im(u)={ye F|Iz€E, y=u(x)}
C’est un sous-espace vectoriel de F'. L’application
linéaire u est
— injective si et seulement si Ker(u) = {0g};
— surjective si et seulement si Im(u) =
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Exemples

PREMIER EXEMPLE. Dans les ensembles de nombres
usuels, N, Z, Q, R ou C, on considére la somme (+)
et le produit (x) usuels.
— (N, +) est un monoide commutatif. Seul 0 y
admet un opposé.
— (Z,+, X) est un anneau commutatif et integre.
Seuls 1 et —1 y sont inversibles.
— (Q,+, x), (R, 4, x) et (C,+, x) sont des corps
(commutatifs).

DEUXIEME EXEMPLE. Dans I'ensemble £ = R des
fonctions de R dans R, on considére les opérations
usuelles somme (+), produit (x), composition (o) des
fonctions, et produit () d’une fonction par un réel.
— (E,+,-) est un R-espace vectoriel.
— (E,+, x) est un anneau commutatif non in-
tegre.
— (E,+,0) est un anneau ni commutatif ni in-
tegre.

TROISIEME EXEMPLE. Soit E un espace vectoriel sur
un corps K. En notant + et o la somme et la compo-
sition des endomorphismes de F, et - le produit d’un
endomorphisme par un scalaire,
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— (£(F),+,-) est un K-espace vectoriel.

— (£(F),+,0) est un anneau ni commutatif ni
integre.

— (GL(E), o) est un groupe non abélien.

De méme, si n est un entier naturel non nul, en
notant + et x la somme et le produit des matrices
carrées, et - le produit d’une matrice par un scalaire,

— (M, (K),+,-) est un K-espace vectoriel.

— (M, (K),+, x) est un anneau ni commutatif ni

integre.

— (GL,(K), x) est un groupe non abélien.

QUATRIEME EXEMPLE. Soit K un corps. On considére
les espaces usuels K[X] et K(X), respectivement des
polyndémes et des fractions rationnelles & coefficients
dans K, munis de leurs lois usuelles.

— (K[X],+,") et (K(X),+,) sont des K-espaces
vectoriels.

— (K[X],+, x) est un anneau commutatif et in-
tegre.

— (K(X),+, x) est un corps.



