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Corrigé du douzieme devoir a la maison

Q1. On sait que sin’ = cos, donc |sin’| < 1. D’apreés
le théoréme des accroissements finis, cela entraine que
pour tout ¢t > 0,
|sin(t)| = |sin(t) — sin(0)|
<if-ol-t

Q2. Soit = > 0. La fonction
sin(t)
t

est continue sur )0, 4o00[. D’aprés la question précé-
dente, pour tout ¢ > 0,

(o) = 20

Or t — e ' est intégrable sur [0, +oo[, car x > 0.
Donc f est intégrable sur ]0, +o00[ et Uintégrale F(z)
converge. Autrement dit,

| ' est bien définie sur |0, +o0].

—tx

fit—

efta: < efta:.

De méme, les fonctions
g:tse sin(t) et h:t e " cos(t)
sont continues sur ]0, +oo[. De plus, pour tout ¢ > 0,
9] = e71= Jsin(t)| < e et [h(t)] < et

La conclusion est la méme que précédemment : g et
h sont intégrables sur [0, +oo[, et

| G et H sont bien définies sur ]0, +ool.

Q3. Grace a la question précédente, pour = > 0,

“+o0 “+o00 1
F(z)| </ If(t)ldté/ et — L.

0 0 z
=0.

Par majoration, on en déduit que | lim F(z
xr——+00

Commentaire. 1l est donc ici inutile — et plus lourd
— d’utiliser le théoreme de convergence dominée a
parameétre continu.

Q4. Posons A =0, +oo|, I =10, +00] et
sin(t)
t
o Par opérations usuelles, pour tout t € I,
x +— k(z,t) est de classe € sur A. De plus, pour

tout (x,t) € A x I,

ak _ . —tx
%(a@t) = —sin(t)e "

eftm

E:AxI—>R, (z,t) —

o Par opérations usuelles, pour tout =z € A,
t — k(z,t) est continue sur I. De plus, on a vu a
la question Q2 qu’elle est intégrable sur I — on a
reconnu la fonction f.

o Par opérations usuelles, pour tout =z € A,
t— %(ax, t) est continue sur I.

o Enfin, pour tout [a,b] C A, tout = € [a,b] et tout

tel,

ok
%(Jf,t)

ol t — e~ est intégrable sur I car a > 0.

—tx —at
e "xe

D’apres le théoréme de la classe €' des intégrales
dépendant d’un parametre, il s’ensuit que
e pour tout = € [a,b], t — %(l‘,t) est intégrable
sur [ ;
° | F est de classe ¢! sur tout [a,b] C A, donc lest
sur A;

e et pour tout x € A,

;o [ Ok B feo .
Fl(z)= | —(z,t)dt = — sin(t)e™**d¢,
r Oz 0

dou | F' = —-G.

Q5. Soit > 0. En suivant 1’énoncé, calculons :

“+oo
H(z)+iG(z) = /o e et dt

e(ifz)t Foo ) e—tTpit 1

=|= = lim — - -
11— =0 t—+o0 1 — T 11—
1 T+

r—i x2+1
Alors, H(x) est la partie réelle de cette expression, et
G(z) sa partie imaginaire :

G(z) =

Soit o > 0. En posant u = at, qui est un change-
ment de variable licite car bijectif et de classe €' de
[0, +00[ dans lui-méme,

“+o0
/ e ' cos(at)dt
0
+oo d
:/ e ue/a cos(u)—u
O a
1 T x
b -t
a a 72 + a?
Q6. D’apres les questions Q4 et Q5, pour tout x > 0,
—1
2+ 1
Alors, il existe une constante C' telle que

F(z) = C — Arctan(z).

Avec la question Q3, en passant a la limite quand x
tend vers +o0,

T

2 +1

F'(z) =-G(z) =

m
0—075.

Ainsi,

1
‘ F(z) = g — Arctan(z) = Arctan<x>.

En particulier, | (1) = %
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CORRIGE DU DOUZIEME

Q7. L’évenement D, est le méme que ’évenement

« obtenir pile avec la piece », donc | P(Dq) = %
De méme, | P(D3) = 2.

Puisqu’on choisit forcément I'un des deux dés, et
que 'on ne peut choisir les deux en méme temps,

| (D1, D) est un systéme complet d’événements.

Q8. Soit n € N*. Si I'on lance le premier dé, puisqu’il
a 4 faces rouges et 2 blanches, la probabilité d’obtenir
le rouge au n° lancer est

| P(Rn|Dy) = § =3

De méme, puisque Do n’a que 2 faces rouges,
| P(Ra|D2) =2 =4,

Q9. Puisque (D1, Ds) est un systéme complet d’éve-
nements, d’apres la formule des probabilités totales,

P(R) PR1|D1 P(Dy) + P(Ry| D2) P(D2)

4
—* 3+3 5_5'

Q10. Une fois que le dé a lancer est choisi, on ne lance
que lui, et les lancers successifs sont donc indépen-
dants. Sachant qu'une probabilité conditionnelle est
une probabilité, puisque R; et Ry sont indépendants,
sachant D1, on en déduit que

|P(R1 N Ry |D1) = P(R1|D1)
Bien-siir, on a aussi
P(Ry N Ry|Dy) = P(Ry|Ds) P(Ry| D3).

Toujours avec la formule des probabilités totales,
P(R; N Ry)
= P(Ry N Ry |Dy)P(D1) + P(Ry N Ry | D3)
= P(R1|D1) P(Rz| D1) P(Dr)

+ P(Ry|D2) P(Rz | D2) P(Ds)

P(R2|Dy).

P(Dy)

| Alors Ry et Ry ne sont pas indépendants.

En effet, sur le méme principe qu’a la question Q9,
P(Ry) = é donc

(Rl)( ) =g F5=

Q11. En appliquant le méme raisonnement que précé-
demment, une fois le dé choisi, donc sachant D; avec
J € {1,2}, les événements (R;|D,), pour i € [1,n]
sont mutuellement indépendants : en particulier,

P(ﬁRi Dj) — [ P(R;| D).

i=1

P(Rz N Ry).

DEVOIR A LA MAISON

Puisque cette probabilité n’est pas nulle, par défini-
tion d’une probabilité conditionnelle,

( " ) P(Rp1 NNiZy Ri)

P(ﬂ?ﬂ Ri)
_ P(ﬂ?:ll Rz) 2n+1+2 3n+1 41
T PN, R 32 2v2 32 lgl)
Q12. D’apres la formule de Bayes,
P(Ry N Ry| D) P(Dy)
P(Di|RiNRy) =
| P(D1|R1N Ry) PRy O Ry)
_3r3 2
5 3

De méme,
) P(ﬂ? 1R‘|D1>P(D1)

P(Dl z) = (07 1R)
(ﬂz=1R) B 2311_12 ﬂ

Q13. Sachant que ’'on a déja obtenu n faces rouges,
le probabilité de jouer avec le premier dé est justement
celle que I'on vient de calculer :

2’)1
P(D1 ) = 5y

et la probabilité d’obtenir encore une face rouge est
celle calculée a la question précédente :

A
"’L+1 - 3(271—1_’_1)’

On voit que

i o(| )
alors que
nkﬁlmp( o )

Donc quand n est grand, il vaut mieux parier sur le
dé joué que sur la prochaine couleur. Mais ’on peut
dire mieux. En effet, pour tout n > 1,

" +1  F(2"+1)
3(2n=141)  2n42 7

de plus,
22 +1) < 2" = 2<27,
et cette derniére inégalité est toujours vraie; donc
2" 41 o 2
3(2n-141) = 2n 42’
c’est-a-dire

(] ) <o(o )

Finalement, dans le contexte décrit, le pari sur le
dé est plus favorable que sur la couleur.
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