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Quatorzieme devoir a la maison

[CCP15]

Le but de I'exercice est de montrer par une ap-
proche probabiliste qu’il existe £ € [0, 1] tel que

lim e " E — =/
n—+00 k!
k=0

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires dé-
finies sur un méme espace probabilisé (£2, o/, P) et
mutuellement indépendantes. On rapelle que dans ce
cas, pour tout n > 2, X; +---+ X,, et X,,11 sont
indépendantes.

On suppose de plus que, pour tout n € N*, X,
suit la loi de Poisson de parametre 1.

On rappelle que si X est une variable aléatoire
définie sur (2,27, P) et qui suit une loi de Poisson
de parametre A, alors X (£2) = N et pour tout en-
tier k € N,

AR
P(X,=k)=e¢ e
On pose, pour tout n € N*,
S, —n

n — X *:
s ; ket S 7

1.a. Montrer que S,, suit une loi de Poisson de
parametre n et en déduire son espérance et sa
variance.

1.b. Déterminer I’espérance et la variance de S};.
1.c. Montrer que, pour tout n € N*

* -n - nk
P(S; <0)=¢e Zﬁ
k=0

2. Soit r € N, I un intervalle de R et (a,b) € I°.
On rappelle que si f est une fonction de classe €7 1!
sur I, alors on a :

F(0) = Z F® (a) (b;i,a)k +/b for @ =" g,
k=0 : a

r!

Montrer que, pour tout n € N*, on a :
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3.b. Etablir que, pour tout n € N*,
P(S;; < 0) — P(S;,, <0)

n+1 tn+1 nn+1
:/ eitidt—eini.
; (n+ 1) (n+ 1)l

3.c. En déduire que la suite (P(S} < 0)),en+ est
une suite décroissante qui converge vers une li-
mite £ € [0,1].

3.d. Proposer une méthode numérique et une mé-
thode probabiliste pour conjecturer la valeur de ¢.
Quels sont les avantages et les inconvénients res-
pectifs de ces deux méthodes ?

4. Pour n € N*, on note Gg, la série génératrice
de S,,. On rappelle que, pour tout t € R,

+oo
Gs, (1) =E(t*) =Y P(S, = k)t".
k=0

4.a. Donner, pour tout n € N* et t € R, une ex-
pression simple de Gg, ().

4.b. Vérifier que, pour tout ¢t € R* et n € N*, t9»
admet une espérance, notée E(t57), et que :

Gg, (tY/vV™)

E(t5) = NG

4.c. Déterminer, pour tout t € R%, lim (E(tsft)),
n—
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