17 12 25 — 07 01 26

Dix-sptieme devoir a la maison

[d’apres CCPIg]
Les calculatrices sont autorisées

NOTATIONS ET OBJECTIFS

Etant donné un intervalle J de R et une fonction f
a valeurs réelles, continue par morceaux et intégrable
sur .J, on note [, f(x)dz lintégrale de f sur J.

On désigne par

— « un nombre réel ;

— ¥q la fonction définie sur [0, +o00[ par
‘,L.afl
e* —1

PalT) =

lorsque = > 0 et ¢,(0) = 0;
— h la fonction définie sur R? par

sin(xt
h(z,t) = ef"/’(— 1)

lorsque x # 0 et h(0,t) = t.

On note

Lorsque la série > 1/n® converge, on note
)

400 1
()= -
n=1
L’objet de ce probleme est ’étude de la fonction H.

La premiére partie fournit I’expression de I(«) a I'aide
des fonctions I' et {. Dans la deuxiéme partie on étu-
die la fonction H. La troisieme partie exploite les
résultats obtenus dans les deux premieres parties.

Préliminaires
P.1/ Préciser, sans justification, ensemble de défini-

tion D(¢) de la fonction (.

P.2/ Préciser, sans justification, 'ensemble D(I") des
réels o tels que la fonction z +— e~ % 2%~ ! soit inté-
grable sur ]0, +oo.

P.3/ Pour o — 1 € D(I'), établir la relation
I'a)=(a—1)I'(a—1).

P.4/ En déduire la valeur de I'(n) pour n € N*.

Premiere partie

Soit A(p) I'ensemble des nombres réels a pour
lesquels la fonction ¢, est continue par morceaux sur
[0, +o00].

1.1/ Déterminer ensemble A(yp).

1.2/ Montrer que ¢, est intégrable sur [0, +oo[ pour
tout a € A(p).

1.3/ On suppose que a € A(p).
Soit up(x) = 29 len®

x € [0, +o0].

pour n € N* et

1.3.1/ Montrer que la série > u,, (z) converge pour
tout x € [0, +o00[ et expliciter sa somme

+oo
n=1

1.3.2/ Montrer que la fonction w,, est intégrable
sur [0, 4+o0[ pour tout n € N*.

1.3.3/ Exprimer f[0.+oo[ un (z)dz & Daide de n, o
et de la fonction I".

1.3.4/ Justifier avec soin 1’égalité :

/[O’Jroo[ +°°1 un(m)l dz = i:.o l/{o)Jroo[un(:C)dx} .

n= n=1
1.3.5/ En déduire l'expression de I(«) a l'aide
de « et des fonctions I et (.
1.3.6/ Quelle est la limite de {(«a) lorsque « tend
vers +o00 ?

1.3.7/ En déduire un équivalent de I(k) pour
k € N et k tendant vers +oo.

Deuxieme partie

Rappel. La fonction h est définie sur R? par

sin(xt
h(z,t) = e (_ 1)

lorsque x # 0 et h(0,t) =t.

II A

2.a.1/ Etudier la continuité sur R? de la fonction h.

2.a.2/ Montrer que la fonction x — h(x,t) est inté-
grable sur [0, +oo[ quel que soit t € R.

2.a.3/ Montrer que la fonction H est continue sur R.

2.a.4/ Montrer que la fonction H est de classe 4
sur R et exprimer sa dérivée n® sous forme intégrale.
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IIB
Soit g, la fonction définie sur R par
gn(z) = e " sin(ax) pour n € N* et a réel. On

désigne par D(g) ensemble des nombres réels x
tels que la série > g, (z) soit convergente, et pour
x € D(g), on note

+oo
g(x) = Z gn(2).

2.b.1/ Déterminer l’ensemble D(g) lorsque a@ = 0
(resp. lorsque o # 0).
2.b.2/ Expliciter g(z) pour x € D(g).

2.b.3/ Montrer que la fonction g, est intégrable sur
[0, +oo[ quel que soit @ € R et quel que soit n € N*.

2.b.4/ Justifier avec soin 1’égalité
—+o0
He)=

n=1 [/[o,+oo[g”($) de] .

2.b.5/ Calculer f[o +oo[gn(m) dz pour n € N* et en

déduire la valeur de H(«) sous la forme de la somme
d’une série.

On admet que pour a € R,
Ho) = 7w ch(am) 1

2 sh(am) 2a’

Troisieme partie

On désigne par ¢ un nombre réel et par v; la fonc-
tion définie sur R par

nl() = sh(tx)

1 lorsque x # 0 et 14 (0) = 0.
ew —

2

2

3.1/ Déterminer 'ensemble Z(v)) des nombres réels ¢
tels que la fonction )y soit intégrable sur [0, +oo].

3.2/ On suppose que t € Z(¢).

3.2.1/ Montrer la convergence de la série entiere
D (=R C(2k + 2) 2R

3.2.2/ Justifier avec soin 1’égalité

+oo

D (—1)FC(2k +2) 2R,

k=0

H{(t)

3.3/ Quel est le rayon de convergence de la série
entiere

> (1R ¢2E +2) 2k 2

L C(2k +2)

k2 pour k € N.

3.4/ On pose agg41 = (1)

3.4.1/ Montrer que, pour tout 2 dans un intervalle
a préciser, on a ’égalité suivante :

+oo —+o0
k
shz E a A g %k
( )kzo 2k+1 prt (2k + 1)]

3.4.2/ En déduire la valeur de la somme

>

p=0

a2p+1
(2(k—p)+1)!

puis en déduire que chaque agx41 est un nombre
rationnel.

3.4.3/ Calculer a5 et ((6).



