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Corrigé du dix-septieme devoir a la maison

NOTATIONS. Posons A = [0, +o0[ et A" = ]0, +00].

P.1. | D(O) =1, +oc].

P.2. | D(T') = 0, +o0[ = A'.

P.3. Cette intégration par parties est licite :
Do) =[-e" xaﬁl]A + (a—1) // e Tz 2 du.

En effet, si « > 1, I'(a) aun sens; o« — 1 > 0 et

lime %21 =0, lim e *2° ! =0,
x—0 r—+00

donc le crochet a aussi un sens. Ainsi,
| pour v € 1, +o0f, I'(a) = (a — 1) I'(a = 1).

P.4. Par une récurrence immédiate, si n > 2

I(n)=n—-1)r1).0or (1) = [ dt=1=0!
| Pour n € N*, I'(n) = (n — 1)!

)

1.1. @, est clairement continue sur A" donc elle est
continue par morceaux sur A si et seulement si elle a
une limite finie en 0. Or @4 (7) ~p_s0+ %2, donc

| Ap) = [2, +o00[.

1.2. Pour a € A(p), ¢4 est continue par morceaux
sur A. En outre, 0o () ~4 5100 2% 1e %, Comme

a € Alp) € D(I'), z = 2° e ™ est intégrable
sur A.

| P est intégrable sur A pour tout a € A(p).

1.3.1. Pour n € N* u,(0) = 0, donc > u,(0)
converge et sa somme est 0 = ¢o(0). Si z > 0,
> un(x) converge comme série géométrique de raison
e <1let

a—1_—x

= T e
a—1 _—nx __ —
Zm e gy = o).
n=1
> u, converge simplement sur A et

Z Un = Pa-
n=1

1.3.2.Pour n > 1, 0 < up(x) < 2% Le ™™ et

d’aprés 1.2,  +— 2 1e™® est intégrable sur A.

| Uy, est intégrable sur A pour tout n € N*.

1.3.3. En posant © = nz, qui est un changement de
variable bijectif et €' de A dans A,

/un:/m“_le_"‘”dx
A A

/ wrl du ()
= e —_— = .
A na—1 n no

1.3.4. Les u,, sont continues et intégrables sur A ;
> u, converge simplement sur A; Zjﬁ Up = Pq
est continue par morceaux sur A; comme a > 1,
> 1/n® converge donc Y [, |un| converge. Alors, @4
est intégrable sur A (ce que l'on savait déja) et

+oo +oo
[ w=% [
A n=1 n=1 A

1.3.5. Alors,

[ /()

/Aﬁpa—/AfunJrf/un

n=1

oo

I'la)

MJr

= (@) (@)

n=1

1.3.6. La série définissant la fonction ( converge
normalement donc uniformément sur [2,+oo[ car
SUD e[z, 400 1/N® = 1/n”. Ainsi, d’apres le théoreme
de la double limite,

[lima— 400 () = 1.

1.3.7. Alors | I(k) ~k—400 L'(k) = (kK = 1)!

2.a.1. La fonction h est clairement continue sur
R* x R comme quotient de fonctions qui le sont. Il
reste & montrer la continuité en tout couple (0,¢g) ot
to € R.

Pour x #0 et t #0,0n a

x  sin(xt)

h(x,t) =t
(2.1) et —1 xt

Pour u # 0, posons

u - ot hg(u) _ S u

ev — U

h,l (U) =

et h1(0) = h2(0) = 1, de sorte que
Y(z,t) € R?, h(x,t) =thy(x)hao(xt).

Quand v — 0, hy(u) ~ 1 et ho(u) ~ 1. Or quand
(z,t) — (0,tp), x — 0 et t est borné, donc xt — 0.
Alors

li h(x,t) = tog = h(0,t
(x,t)1—>n(10,t0) (@,1) =t (0,%0)

et h est continue en (0, ).

| Ainsi, h est continue sur R2.

2.a.2. Soit ¢ € R. Comme h est continue sur R?

x + h(x,t) est continue sur R. De plus
1
|h(z,t)| < ~ e "

e — 1 z—+oo

Or z +— e ® est intégrable sur [1,+oo[, donc
x + h(x,t) aussi.
| Pour tout t € R,  +— h(z,t) est intégrable sur A.
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2.a.3. On a vu que h est continue sur R? et que
x — h(z,t) est intégrable sur A pour tout ¢. Cela
entraine dans un premier temps que H est bien défi-
nie sur R. Pour prouver la continuité de H, il reste a
dominer h(x,t) par une fonction de x indépendante
de t et intégrable sur A.
x|t
Pour z # 0, |h(z,t)| < | |1.
b] C R. Pour ¢ € [a, b],
x max(|al, |b])

er —1
La fonction z — x/(e” — 1) est intégrable sur A car
elle est prolongeable par continuité en 0 et

efE

Soit un segment [a,

Ih(z,1)] <

—ac/2.

<

€
—_ ]_ r—r+00

er
Alors, H est continue sur tout segment [a,b] C R

| donc H est continue sur R.

2.a.4. L’application ¢ — h(x,t) est clairement de
classe ¥ sur R car la fonction sinus ’est.
On sait que pour n € Net u € R,

sin(™ (u) = sin(u + n )
ce que I'on peut vérifier par une récurrence immédiate,
donc pour t € R et x # 0,

o"h
W(%t) =

n o3 s
" sin(zt +nF)
r—1
Ces dérivées partielles sont clairement continues par

rapport a t sur R, et par rapport & x sur A en pro-
longeant par

oh o"h
0,t) =1et 0,t) =0sin > 2.
S0 =T et (0,0 =0sin
Il reste a dominer ces dérivées. Pour n > 1 et = # 0,
an :L.’ﬂ

Or z +— a™/(e”
en 0 et négligeable devant e
est intégrable sur A’.
Ainsi, H est de classe ¥°° sur R et pour tout
n >0 et tout t € R,

Hwayit

2.b.1. Si a =0, g,(x) = 0 pour tout z € R, donc la
série converge et D(g) = R.

Soit & # 0. On a g,,(0) = 0 donc > g, (0) converge.
Siz > 0, [gn(z)] < e ™. Comme e ® < 1, la
série géométrique Y e "* converge, donc Y g, ()
converge absolument. Si x < 0, e™™* tend vers +oo :
si sin(ax) = 0, c’est-a-dire si * = k2 avec k € Z,
gn(x) = 0 et la série converge ; sinon, la série diverge
grossierement car son terme général ne tend pas vers 0.
Alors D(g) = AU Z Z.

— 1) est prolongeable par continuité
~%/2 en 4o00. Donc elle

x"sin(zt +n73)

T 1 dx.

R
AUZZ

ia=0
Finalement, D(g) = { ma=0

sinon.

2(3

2.b.2. Si a = 0, g(x)
x>0,

=0 = h(x,0). Si o # 0 et

+oo
g(x) = sin(ax) Z e "

et
l—e*
De plus, si z € 2 7Z, g(x) = 0 = h(z, ).

| Pour a € R et x € D(g), g(x) = h(z, a).

= sin(ax) = h(z,q).

2b3. PouraeR, n>1etx >
Orz—e @

0, [gn(z)| < 7.
est intégrable sur A, donc

| gn est intégrable sur A pour a € R et n € N*.

2.b.4. Les fonctions g,, sont continues et intégrables
sur A; > g, converge simplement sur A et sa somme
& — h(x,a) est continue sur A. Etudions Y [,|gn|-

On a |gn ()| < |a]ze ™%, donc

/|gn |a|/xe "Tdr =

et > 1/n? converge. Donc, g est intégrable sur A (ce
que l'on savait déja) et [, g = oo J 4 9n- Comme

Ia

g(x) = h(z,«), on en tire que

pour o € R, H(a) =

2.b.5. On a
" — I 1amd —
o[ o) =
+oo o
d €eR, H(o) = —.
onc | pour « (@) ; ol

3.1. Sit =0, ¥y =0, donc elle est intégrable sur A.
Sit # 0, ¥y(x) ~po t donc ¢y est continue par
morceaux sur A. Sit > 0,

etw

1
_ = e(t—l)w.

V() 5

~J
z—+oo 2e%

Or z — e(t=D7 est intégrable sur A si et seulement
sit—1 <0, soit t < 1. D’autre part, si t < 0, la
fonction sh étant impaire, v, est intégrable sur A si
et seulement si ¢t > —1.

| Finalement, .7 (¢) = ]—1,1].

3.2.1. D’apres 1.3.6, quand n augmente,

|(71)n<-(2n+ 2)t2n+1| ~ ‘t|2n+1.

Comme [t| < 1, la série géométrique Y |¢[?"F!
converge, donc
pour tout t € Z(¢), S (=1)"((2n + 2) t2nt!

converge.
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3.2.2. Soient t € |—1,1[ et x # 0 :

sin(xt) (=1)" (xt)?nHL

er —1 _7;0(2n+1)!(e$71)
3 -

ot Pon a posé hg(0) =t, ho(z) = tapg(w) sixz#0et
pour n > 1 et x réel,

n 2n+1
ho(z) = e
(2n+1)!
Comme n > 0, 2n + 2 € A(p) donc d’apres 1.1
et 1.2, les 9,42 sont continues par morceaux et in-
tégrables sur A, donc les h,, aussi. D’autre part, on
vient de voir que 3 h, converge simplement sur A
et a pour somme x — h(ac7 t) qui est continue sur A.
Alors, il reste a prouver que Y [, |hy,| converge.
D’apres 1.3.5, P4 et 1.3.6,

L +oo |t|2n+1 d
/A| n|—/O mwmw(@ €

|t|2n+1 +oo
= @ni 1l /0 Pant2(z)de

—+oo

h(z,t)

400 (_1)n t2n+1

Gnr el

Pant2(T).

(2n+1)!
|t|2n+l
_ 2n+1 ~ 2n+1
- C(2n+ 2) RN e

Comme [t| <1, 3" [,|hn| converge.
Ainsi, la permutation suivante est possible :

H(t):/AxHh(x,t):AihnziAhn.

D’apres le calcul précédent,
pour tout t € (),

+oo

> o(=1)m¢2n +2) 8t

n=0

H(t)

3.3. On vient de voir que la série entiere converge
absolument pour [t| < 1. Pour ¢ = 1, elle diverge
grossierement, donc

| le rayon de convergence cherché est 1.

3.4.1. Pour x € |-, 7,

T too 22n+1
H(}) = Z( D"C2n+2) T2n+l
n=0
+oo
=7 Z Ugpg1 x>

n=0
D’autre part, pour x # 0,

1(7)=

mchx T

2shz 2z’

3

3
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donc
T s mshzx
h H(—) T ehe— L322
shx - 20 x 2 -
+§ x?n
= 2n+1)!
+oo 711'2”
:W;](Qn—l—l)!'
Pour 2 = 0, on a encore
+oo

2n

T n
sth(;) :W;mx

Finalement, pour tout x € |—m, 7|,

+oo +oo

2n+1 __ n
she ) azni12 —n; @n+ 11"

n=0

2n

3.4.2. Nous allons effectuer le produit de Cauchy
dans le membre de gauche :

—+oo
shz E 2k+1 2kt

k=0
2k+1

+oo p2k+1
- Z < (2k + 1)
2(k—p)+1 x2p+l>

+oo k .
(Z @k —p)+ 10!

(Eeion)

p=0
En identifiant ce développement en série entiére avec
celui de la question précédente, on a

pour tout k£ € N,
k

2.5

pO
Pour k> 1

+R‘
g L

A2p+1
(2(k—p)+1)!

k=0

k41
2k +3)

a2p+1
2(k—p)+1)!

k—1

a2p+1
7}; 2(k—p)+ 1

E+1

= Bk )]

<

donc si agp11 € Q pour p < k — 1, asp41 € Q.
Comme a; = 1/6 € Q, cela prouve par récurrence

que | pour tout k € N, agy41 € Q.

3.4.3. En utilisant la formule de récurrence ci-dessus,

on trouve az = —1/90, puis
6
T
=—cet ((6)=—.
9 = 555 ¢ = 555




