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Corrigé du dix-huitieme devoir a la maison

NotAaTION. Comme il n’y a pas d’ambigiiité ici, nous
noterons +o0o = co. Notons alors I =0, col.

1. Soit a > 1.

o Pour tout n € N*, la fonction oy, : & — sin(nz)/n®
est continue sur R.

o En outre, pour z € R, |o,(x)] < 1/n%, ou Y 1/n®
converge car o > 1, donc la série de fonctions > o,
converge normalement donc uniformément sur R.

| Alors, S, est définie et continue sur R.

2. Soit v € R. La fonction J est clairement défi-
nie, positive et continue sur I car pour tout ¢ > 0,
et > 1> u.

De plus, en 07, J(t) ~ 771 /(1 —u). Or t — 771
est intégrable sur |0, 1] si et seulement si v —1 > —1,
c’est-a-dire v > 0, donc il en est de méme pour J.

Enfin, en oo, J(t) ~ t7"let <« e t/2 on
t + e~/ est intégrable sur [1, 00, donc J lest aussi.
Ainsi,

| J est intégrable sur I si et seulement si v > 0.

3.Comme t > 0 et |uf < 1, et < 1 et
luet| = |ule”* < 1. Alors, on a

1—(ue )N 1 — (ue 9N

b

—t\n __ —
nzo(ue )= 1—wuet e~t(et —u)’
et
1— (ue )N
R (t _ _ —t ta—l
N (tu) Lt—u e et (et —u)
e
et —u '

4. Utilisons le théoreme de convergence dominée.
o Les fonctions

—t\N
vl >Ry, tes “(26 )” jom

et —u
sont continues sur I.
o Soit t > 0. Comme |ue™t| < 1, limy_00 fn(t) =0,
donc la suite de fonctions (fn)n>o converge simple-
ment sur I vers la fonction nulle.
o La fonction nulle est continue sur 1.
o Enfin, pour tout ¢t > 0, |fn(¢)| < J(t), en considé-
rant la fonction J de la question 2 avec v = a > 0,
laquelle est intégrable sur I et constitue donc une
domination valide.
Alors
o les fonctions fy (et la fonction nulle!) sont inté-
grables sur I,
o0

lim / Ry (t,u)dt = 0.

0

N—oc0

e ct

5. Evaluons directement l'intégrale précédente. On a
N—1

_ ut® —t\n+1a—1
Ry (t,u) = 5—— - > (ueh)ythe
n=0
ta—l N
_ uf o Z(ueft)ntozfl
€ n=1
wte—! N ¢ 1
n=1
La fonction
utafl
t— v uJ(t)

est continue et intégrable sur I car o > 0. La fonction
t = uhe ™t Test aussi car
‘un e—nttoz—1| < e—t/2’
t—o00
7nttoc71| _ |u|nefntto¢71 tafl.

ue jul"

De plus, en posant x = nt, qui est un changement de
variable bijectif et de classe €' de I dans I,

o © oz ldx u”
/u"efmta‘*ldt:u"/efz — =I'(a)—.
0 0

noe— 1 n no
Alors,

/RNtu

toz 1
:/ dth/ ute el gy
0 e_U/
N

[e’e] a—1 n
:/ ut —dt-T() Y o
0

et ne
n=1

Comme |u"/n%| < 1/n% et que > 1/n“ converge,
> u™/n® converge absolument. Alors, en passant &
la limite sur IV,

N

e o] a—1
/ YT gt = (o)
0

et —u

wte— 1

et —u

un

a7

dt — I'(a)
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un

c’est-a-dire

(] ng

ne’

I
—

n

6. En l'appliquant & u = €** pour 2 € R~ 277,

oo ix toc—l 0 inx
0 et — eiw — ne
On a
eiw eiw (et _ e—i:v)
ot _ iz (el — ¢i®) (et — ei7)
et — 1

2t —2etcosx +1
et (eia: _ e—t)
et (et —2cosx + e t)
eim _ e—t
2(cht —cosx)’
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CORRIGE DU DIX-HUITIEME DEVOIR A LA MAISON

D’ou,
X inz
Sa(z) = Im (Z ena )
n=1
s [ Im(<e” - efﬂ“) dat
I'(a) Jo 2(cht — cosx)
sing [ ol
B 27 () /0 cht — coszx

7. Soient M > 0 et u € |1, 1[. Pour tout ¢ > 0,

1 1 1
cht —u

T cht1—u/cht

1 o]
a2 ()

|u| < 1. Alors, pour tout ¢ € ]0, M],

N Z cht ntl

car |u/cht| <

tafl toz 1
cht—u cht n+l’
n= 0
o Les fonctions
un ta_l

nI]O,M]%R_k, tHW

sont continues et intégrables sur ]0, M|, car en 07,
|gn(t)] ~ ut*~t et a > 0.

o La série de fonctions ) g, converge simplement
sur |0, M]

o Sa somme

toz—l
cht —u

g:]0,M] =R, t—

est continue sur |0, M].
o Enfin, pour tout n > 0,

M M toz—l
n(t)]dt = |ul” —dt
| lguola = [ o

M
< |u\"/ et = Ky ul"
0

ou Ki Mipa=1 4t ne dépend pas de n, donc
ZfOM|gn| converge, car |u| < 1 et > |u|™ converge.
Alors,

e la fonction g est intégrable sur |0, M]

M tozfl
t dt = dt.
* ¢ /0 cht —u Z/ cht’”rl
8. Soit
ta 1
o D’une part,
es} u” tafl
li M) = ————dt
M5 on(M) /0 (cht)ntl
na—1
car t — W est continue et intégrable sur I.

2

3

o D’autre part, pour tout M > 0 et n € N,
|u|ntoz—1

M 0 |u|ntoc—1
(M) < ————dt < -——dt
[en (M) /0 (cht)n+1 /0 (cht)n 1
oo tafl
< lul” At = Ko |u|"
[ St = Kol

out Ky = [;°t*"1dt/cht ne dépend ni de M ni de n,
donc > ¢, converge normalement sur I.

Alors, d’apres le théoréme de double limite,
e la série des limites converge
e et I'on peut écrire

o
D en(M
n=0

lim

lim
M—o0 San

M—o0

-y

n=0

c’est-a-dire

lim
M—o00

Z / Cht n+1
afl
g /0 (ch)ntl dt.

9. La fonction g de la question 7 est aussi intégrable
sur [M,oo[ car |g(t)| ~ 2t* Let < e % en oo.

Donc
dt /
0

Finalement, dans les questions 7 et 8, on a prouvé
que pour tout u € |—1, 1],

M a—1 ta—l

lim dt.
M — o0 0

cht —u cht —u

o) ta—l o pa— 1
/0 Cht—u 72 / (cht)n+1 dt = Ga(u).
En appliquant ce résultat a w = cosx avec
x € R\ 27Z, on a bien u € |—1,1[ donc
oo ta—l
/0 mdt = Gy (cosz).

Gréce a la question 6, on conclut
sin x G4 (cos x)

Ve e RN 27Z, So(x) = 3T (a)
o

10. Soit € > 0. D’apres (5), il existe § > 0 tel que
pour tout s € ]0,6[, |B(s) —as* | < eas? L. Alors
|B(s) —as* e < eas’le™ < ecas* L Or
A > 0 donc s — s 1 est intégrable sur ]0, 6[. Alors

‘ </06(B(s)e_”s —asM? e_"s)ds>
<A53@nﬂ”—as

b
A—1_—n:
é/ cas” e "ds
0

oo
< ea/ sleds =ca
0

A—1 e—ns| ds

I'(A)
n*
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11. Soit § > 0. D’apres (4), B est intégrable sur I
donc s — B(s)

Comme plus haut, s — as* e
sur I. Alors

‘ (/ (B(s)e ™™ —as™? e_"s)ds>
s
g/ |B(s)e™® —as
s
(o)

< e—(n—l)é/ |B(S) e~ —a
§

< e_("_l)‘s/ |B(s)e™® —a
0

Constatons que C' = [~ |B(s)e™* — as*™?
dépend ici ni de n, ni de §.

est intégrable

A—le—s|e—(n—1)s ds
2 le 9|ds

s le™%|ds.

e~ %|ds ne

12. Soit € > 0. D’apres la question 10, il existe § > 0
tel que pour tout n > 1,

</6(B(5) e " — asA_le_"s)ds> <ea
0

Fixons un tel §. D’apres la question 11,
(/ (B(s)e™™* — asA_le_m)ds> < Ce (P19,
5

Or quand n tend vers co, e~ (1) « 1/nA7 donc

(N

n

il existe N € N tel que pour tout n > N,
e~(=D8 Lo /pt et
o C
(/ (B(s)e " —as)‘_le_m)ds) < ey
§

Alors

( /O Z(Bs)e ™ —as™

‘ /:(B(s)ens —as*te™™)ds
+ /;O(B(s)e_”S —as

5
(/ (B(s)e™™* — as’\lens)ds>
0

([T ween - avtema)
2 al'(\) + C

A
Comme ¢ est arbitraire, cela signifie que quand n

tend vers oo,
1
A—1 _-—mns
as e ds=o0

/0 T (B(s)e -
mdﬁo(na)

ou encore, que
(1+0(1)).

A—1 e—ns) ds

<

S

e "¥ds = /as
n>‘ n>‘>:a

()

nA

e~ ™ aussi car |B(s)e ™| < |B(s)].

3

3

13. En comparant la formule (3) et ’expression pro-
posée, posons t =In(e® + ve?s —1). Alors cht = e*

et dt = e
e2s — 1

L’application s — In(e®*++/e25 — 1) est bien une bi-
jection de classe €' de I dans I. D’aprés le théoréme
du changement de variable, les applications

a—1
(cht)n+i
es + /625 _ 1))0471

e(n+1)s

t—

(In(

et s —

(=)
e2s — 1

sont simultanément intégrables sur I. La premiére
I’est, donc la seconde aussi et 'on a

an = / * (Ine” + Ve — 1))t
0

e?s — 1
14. Pour s au voisinage de 0T,

Ve2s —1=1/2s+o0(s) = V2s/1+0(1) ~ V25

De méme,

ln(es-i-\/m)
=1In(1+s+o0(s) + V254 0(v/3))
=In(1+v2s+o0(v/s))

= V2s+0(V/5),

e "%ds.

donc
n(e* + Ve — 1)) = (Vs +o(vs) "
Z(@)a "1 +0(1)* ! ~ (V2s)* L
Alors

204/271 Sa/271.

(\/ﬂ)afl -
B(s) ~ T =

15. Ainsi, I'équivalent de B(s) en 0% est conforme
a (5), avec a = 2%/27"1 >0 et A =a/2 > 0.

De plus, la fonction B est 'intégrande de la nou-
velle expression de ag, donc elle est bien intégrable
sur [ d’apres la question 13, et B vérifie la condi-
tion (4).

Alors, d’apres la question 12, quand n est grand,

I(a/2)

a/2—1
~ 2 ne/2

9

donc lim a,n®? =221 D(a/2).

n—oo




