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Corrigé du vingtieme devoir a la maison

Premier exercice

1. MONTRONS QUE les f; sont des projecteurs de FE.
Soit j € [1,p]. En composant la premiére relation
par fj, on a (30, fi) o f; = idgof;, clest-a-dire
P  fiofj = fj. Grace & la seconde relation, pour
tout i € [1,p] tel que i # j, f; o f; = 0, donc il reste
fi o f; = fj, ce qui signifie que
| les f; sont des projecteurs de E.

2. MONTRONS QUE E = >"2 | Im(f;).

Bien entendu, >.7_, Im(f;) C E puisque les Im(f;)
sont des sous-espaces vectoriels de F.

Et en évaluant la premiere relation en un z € F
quelconque, Y7 | fi(z) = x, ol pour tout i € [1,p],
fi(z) € Im(f;). Cela signifie que z € >_7_, Im(f;). Donc
EC Y Tm(f).

Alors, E > Im(fi).

MONTRONS QUE la somme est directe.

Pour cela, montrons que 0 n’y admet que la décom-
position triviale. Supposons que l'on ait 0 = >0 | x;,
ou z; € Im(f;) pour tout ¢ € [1,p]. Comme f; est un
projecteur de E, x; = f;(x;). Alors, pour j € [1, p],

0= £;(0) = f; (3271 )
=i filw) = 200 fi o fiw)
= fio filw;) = fi(z;) = ;.
Ainsi, dans la décomposition 0 = Zle x;, les x; sont
tous nuls, donc 0 n’admet que la décomposition triviale,
et la somme est directe.

FINALEMENT, |E =@, Im(f;).

Second exercice
1. Soit z € Im(u) : il existe y € E tel que z = u(y).
Alors u(x) = u(u(y)) = u*(y) = 0, et = € Ker(u).
| Ainsi, Tm(u) C Ker(u).

2. D’apres le théoréme du rang, puisque E est de
dimension finie, dim(E) = rg(u) + dim(Ker(u)). Or
d’'une part, rg(u) = dim(Im(u)) et d’autre part,
Im(u) C Ker(u) donc rg(u) < dim(Ker(u)). Alors,
dim(E) > rg(u) + rg(u) et

|rg(u) < Ldim(E).

3.a. Puisque dim(F) = 2, rg(u) < 1. Mais rg(u)
est entier puisque c’est une dimension. Et u # 0
donc Im(u) # {0} et rg(u) # 0, dou rg(u) > 1
et donc rg(u) = 1 et Im(u) est une droite. Alors
dim(Ker(u)) = dim(E) — rg(u) = 1. Et comme
Im(u) C Ker(u) et que dim(Ker(u)) =rg(u) =1

il existe bien une droite D de FE telle que

Ker(u) = Im(u) = D.

3.b.i. Soit x € D. Comme D =
tel que z = u(y). Alors

v(z) = v(u(y)) =vouly)
ot l'on voit que v(z) € Im(u)

Im(u), il existe y € E

=uov(y) =u(v(y)),
= D. Ainsi, |v(D) C D.

3.b.ii. Il s’ensuit que D C Ker(v). Si v = 0, bien-
sir uowv = 0. Si v # 0, comme a la question 3.a,
Ker(v) = Im(v) et dimKer(v) = 1, donc D = Ker(v).
Comme D =Im(u), |[uocv=vou=0.

3.c. Sur le méme principe, si w = 0, clairement vow = 0,

et sinon, D = Ker(w) = Im(w), donc |v o w = 0.
4.a. Pour condenser les écritures, écrivons

7
ulo"'oui:szluj‘

Cette écriture est raisonnable, car les u; commutent
deux a deux entre eux.
Soit x € F; = Im(l_[;.:1 uj) : il existe y € F tel que

x = (H;zl u;)(y). Puisque les u; commutent entre eux,

Uitr1(T) = Uit ((H;—1 UJ)(y)>
= Ujtq1 O (HJ 1 45) ()
= (ITyy) 0w ()
(T w5) (s 0)) € B

|dOI’lC ui+1(Fi) C F;.

4.b. Raisonnons par récurrence sur ¢.

INITIALISATION. Comme u? = 0, d’aprés la question 2,
rg(u1) < 3 dim(E), c’est-a-dire, puisque F; = Im(u),
dim(Fy) < n/2.

HEREDITE. Supposons que dim(F;) < n/2¢. Puisque
u;+1(F;) C Fj, la restriction

Vit : F, = F;, x+— UH_l(ﬂl‘)
est bien définie. Puisque u? 1 = 0, par restriction, on a

aussi v2 .1 = 0. Alors, toujours d’apres la question 2 et
par I’hypotheése de récurrence,
rg(vis1) < & dim(F}) < n/27,

En outre, Im(v;41) = Fi41 : en effet, et grace a la com-
mutativité des u;,
x € Im(viy1)
= JyeF, v=vi11(y) = uir1(y),
— dz€FE, z=uj 10 (H;:l u;)(z)
i+1
= (ITjZ1 ) (2)
= T € Fi+1~

Alors, dim(Fj41) = rg(vit1) < n/20h

CONCLUSION. Par récurrence, on a prouvé que

| pour tout 4 € [1,m], dim(F;) < n/2".

4.c.Si n < 2™ dim(F,) < n/2™ < 1, donc
dim(F,;,) = 0, car dim(F,,) € N. Alors, Fy,, = {O}

|et [[%, u; = 0.
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