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Vingt-et-unieme devoir a la maison

L’opérateur de translation
et 'opérateur de différence
[CS16]

Dans tout le texte, N est ’ensemble des entiers
naturels, R I’ensemble des réels, n désigne un entier
naturel supérieur ou égal a 1 et R,,[X] est ensemble
des polyndmes a coefficients réels de degré au plus n.

Pour ¢ < b dans Z, on note [a,b] l’ensemble
[a,b] N Z.

Pour k € N*, on note P le polynéme X*~1. On
rappelle que R, [X] est un R-espace vectoriel de di-
mension n + 1 dont la famille (Py)ref1,n41] est une
base. Pour P € R,[X], on note deg(P) le degré de P
et, lorsque P est non nul, ¢cd(P) désigne le coeffi-
cient dominant de P, c’est-a-dire le coefficient du
monome X deg(P),

Pour k € N et j € [0,k], le coefficient binomial

(’;) vt e

Pour un ensemble FE et f : E — E, on définit
I'application f* : B — E par récurrence sur k € N
de la facon suivante :

O =1dg et fF*1 = fo fF.

Si f est bijective, on note f~! la réciproque de f et
pour k € N, on note f~% = (f~1)k.

Pour p € N*, on note 9,(R) 'ensemble des ma-
trices carrées réelles de taille p.

A — L’opérateur de translation

L’opérateur de translation est I’endomorphisme 7
de R, [X] donné par :

C[RX] - R
"1 P(X) — P(X+1).

A.1) Pour un polynéme non nul P € R,,[X], exprimer
deg(7(P)) et cd(7(P)) a l'aide de deg(P) et cd(P).
A.2) Soit P € R,[X]. Pour k € N, donner l'expres-
sion de 7F(P) en fonction de P.
A.3) Donner la matrice M = (M, j)i<ij<n+1 de T
dans la base (Py)re[1,n+1]- On exprimera les coeffi-
cients M; ; en fonction de i et j.
A.4)* Préciser ’'ensemble des valeurs propres de 7.
L’application 7 est-elle diagonalisable ?
A.5) L’application 7 est-elle bijective ? Si oui, préci-
ser 771, L’expression de 77 trouvée & la question A.2
pour j € N est-elle valable pour j € Z?
A.6) Que vaut M~'? Exprimer les coefficients
(M~1); ; en fonction de i et j.
A.7) On se donne une suite réelle (uy)ren et on défi-
nit, pour tout entier k£ € N

0 =35

Déterminer une matrice @ € M, 11 (R) telle que

Vo Uo
U1 Ui
Un, Up,

A.8) En déduire la formule d’inversion : pour tout
entier k € N,

2) we = 3 (1) ("? ) "

j=0 J

A.9) On considére un réel A et la suite (u, = A\¥)pen.
Quelle est la suite (vg)ren définie par la formule (1) ?
Vérifier alors la formule (2).

B — L’opérateur de différence

L’opérateur de différence est I’endomorphisme 0
de R, [X] tel que 0 =7 — Idg,,|x] :

5 R,[X] — R, [X]
"\ P(X) — P(X+1)-P(X).

B.1) Pour un polynéme non constant P € R,[X],
exprimer deg(d(P)) et cd(6(P)) a 'aide de deg(P) et
cd(P).
B.2) En déduire le noyau ker(d) et Im(d) de ’endo-
morphisme §.

B.3) Plus généralement, pour j € [1,n], montrer les
égalités suivantes :

(3)  ker(¢) =R;_1[X] et Im(67) = R,,—;[X]

B.4) Pour k € N et P € R, [X], exprimer §*(P) en
fonction des 77 (P) pour j € [0, k].

B.5 Soit P € R,,_1[X]. Montrer que :

(4) i(—l)"*j <"> P(j) = 0.

j=0 J
B.6) Dans cette question, on veut montrer qu’il
n’existe pas d’application linéaire u : R, [X] — R,,[X]
telle que uwowu = §. On suppose, par 'absurde, qu'une
telle application u existe.

a) Montrer que u et 62 commutent.
b) En déduire que R;[X] est stable par 'application u.
¢) Montrer qu’il n’existe pas de matrice A € My(R)

telle que
» (01
w=() )
d) Conclure.

B.7) Dans cette question, on cherche tous les sous-
espaces vectoriels de R, [X] stables par 'application 4.
a) Pour P polynéme non nul de degré d < n, montrer

que la famille (P,§(P),...,d%(P)) est libre. Quel est
I’espace vectoriel engendré par cette famille 7

b) En déduire que si V' est un sous-espace vectoriel
de R,,[X] stable par ¢ et non réduit a {0}, il existe
un entier d € [0,n] tel que V = Ry[X].
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