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Corrigé du cinquieme devoir a la maison

Q1. Soit n € N. Puisque les fonctions qui interviennent sont
de classe €, réalisons une intégration par parties :

0277 f(t) cos(nt)dt
_ {f(t) sin(n ] / 7/ 2 gy
:_% ; f’(t) sin(nt)dt.

Comme f’ est continue sur le segment [0,27], elle y est bor-
née : pour tout ¢ € [0, 27, |f'(t)] < supy on |f']; et bien-siir
|sin(nt) \ < 1, donc

) cos(nt) dt‘

#)sin(nt) dt'

1 27 ,
< */0 |F'(®)] Isin(nt)] dt < /0 [ggg] || dt

lim QW f(t)cos(nt)dt = 0.

ce qul prouve que
n—-+oo 0

Q2. Notons @ : = — fo t)dt la primitive de ¢ qui s’annule
en 0, laquelle existe car (,0 est continue sur R.
Soit x € R. On a, d’apres la relation de Chasles,

P(z+27) = /I+2Tr p(t)dt

27 x+27
:/ tp(t)dt+/ p(t)dt.
0 27

Or 0 T o(t)dt = 0. Alors, en posant t = 27 + u, qui est un

changement de variable licite car bijectif et de classe €,
sachant que ¢ est 2m-périodique,

o2
#at2m) = [
:/0 p(u)du = &(x).

= / (27 +u)du
0

| Ainsi, @ est 2m-périodique.

Comme toute fonction périodique est bornée sur R,

| @ est bornée sur R.

Comme f et ¢ sont de classe €', réalisons encore une
intégration par parties :

b

/a () plnt)dt

= [r0229] - /bf'of)q5 nt
! P(na) /f d(nt) dt)

== b b
(o) -
Comme f est de classe €' sur le segment [a,b], f et
f' v sont continues donc bornées : pour tout t € [a,b],

@] < supg [f] et [f/(H)] < supp ) |f']. De méme, &
est bornée sur R, donc pour tout t € R, |&(¢)| < supg |P|.
Alors

/ ) w(nt)dt\

— 2 |r 20 - ria

P(na) /f

d(nt) dt‘

N

L (11 2mn) + 1@ 000

+/ab Lf' ()| |2(nt)] dt)

1 b
(2 sup | f| sup |P| —|—/ sup | f'| sup |9 dt)
n a [a,b] R

[a,b]

//\

= %‘M <2sup|f +(b—a) sup}f’|> — 0,
] [a,?]

la, n——+oo

Jim_ /abf(t)go(nt)dt 0.

Q3.* Soit € > 0 comme dans I’énoncé : pour tout ¢ € [a, O],

[n(t) — g(t)] < [Sug] lh—gl<e

ce qui prouve que

D’une part,

/ h(t) p(nt dt—/jg(t)gp(nt)dt‘

/a (h(t) - 9(0)) p(n) dt]

/a " In) -

Comme ¢ est bornée sur R, puisqu’elle est 2 m-périodique,
pour tout ¢t € R, |p(¢)| < M en posant M = supyg |¢|. Alors

/&/8 h(t) p(nt)dt — /5 g(t) p(nt) dt‘

[e3

N

@) [o(nt)] dt.

B
</ eMdt=eM(f — a).

D’autre part, en minorant par la seconde inégalité trian-
gulaire,

/j h(t)e(nt)dt — /ﬁ g(t) p(nt) dt‘

@

-|[/ "ty ptnia| - / Bg(t)sa(nt)dt\ |
> /j h(t) cp(nt)dt' — /j g(t) g@(nt)dt‘ .
Alors
/ ’ et - | [ ’ o(O)nt) ] < e0r(5 — ),
Oou encore

/j h(t)@(nt)dt‘ <SM@B—a)e+ /j g(t)p(nt) dt}.

Supposons f continue par morceaux sur [a,b] : il existe
une subdivision ¢ = ap < a1 < -+ < ap = b telle que
pour tout i € [0,p — 1], f|]ai,ai+1[ soit continue et se pro-
longe en une fonction continue sur [a;, a;+1], que 'on notera
ﬁ-. Par définition de l'intégrale d’une fonction continue par
morceaux,

[ roemoa=3 [ Foemoa

Comme il s’agit d’'une somme finie, pour montrer que

oo / 1@

il suffit de montrer que pour tout ¢ € [0,p — 1],

p(nt)dt =0,

@it1
lim fi(t) p(nt)dt = 0.

n—-+oo a;
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CORRIGE DU CINQUIEME DEVOIR A LA MAISON

Soit 4 € [0, p — 1]. Prouver la limite précédente revient &

prouver que
/‘a i1
a

7

Ve > 0,dN € N,vn > N, fi(t) p(nt)dt| < e.

Soit donc € > 0. D’apres le théoreme de Weierstrass, il
existe une suite (Py)ren de fonctions polynomiales qui
converge uniformément sur [a;,a;+1] vers f;, c’est-a-dire

lim || fi — PHLLZ”MH} = 0, ou encore
n—-+oo

Vn>0,3K e N\Vk > K, sup |fi— Pl <n.

[ai,ﬂi+1
Utilisons le début de la question pour a = a;, 8 = a;y1,
h=fi, g = Py et e =n (e du début de la question, pas
celui que lon vient récemment d’introduire) :

/ai+1
s

i

fit)p(nt)dt

‘ < M(CL¢+1 - ai)n

—+

Aj41
/ Pk(t)cp(nt)dt’ .
aj

€
2(M + 1) (ai+1 — ai)’
introduit. Ce choix est permis puisque 7 est quelconque; il
est purement cosmétique, et il est motivé par le fait qu’alors

M(a¢+1 — ai)E
M +1)(ai+1 — ai)
La présence du M + 1 permet d’éviter de traiter séparément
le cas ou M = 0.

Pour ce choix de 7, il existe donc K € N tel que pour tout
k> K,

isi = Vi €
Choisissons avec 1’e récemment

e

\2'

M (aiv1 —ai)n = 50

sup | fi — Pyl <.

a;,ai41
Choisissons et fixons un tel k. Comme Pj est polynomiale,
elle est de classe €' sur [ai,ait1] donc d’aprés la question
Q2,
aj41
lim Py (t) p(nt)dt = 0.
n—-+oo a;

Alors, il existe N € N tel que pour tout n > N,

/:M Pk(t)ap(nt)dt' < %

i

Ainsi,

/ai+1
a

i

fi(t)w(nt)dt' < M (ait1 —ai)n

+

/a e Pk(t)@(nt)dt‘

€ €
< a 5 = 57
2 + 2
ce que 'on voulait. Finalement,

b
/ f@®)p(nt)dt = 0.

lim
n—-+oo

Commentaire. Cette question, digne d’un sujet d’ENS, est
proprement délirante, et sans étre hors-programme a propre-
ment parler, elle n’est pas du tout dans ’esprit du programme
de PSI.

Q4. Soit n e N :
/bf(t) sin®(nt)dt = /b £t 1—#5(27175)

_ %/abf(t)dt— %/abf(t) cos(2nt)dt

dt

1 b
P i/a f()dt.

2|4

En effet, la fonction ¢ — cos(2nt) est continue, 27-périodique
et fozﬂ cos(2nt)dt = 0, donc nous sommes bien dans les
conditions d’application de la question Q3, sachant que f est
continue par morceaux sur [a, b].

Q5. Pour commencer, les fonctions t — F(t)/t% et t — f(t)/t
sont continue sur [a, +00].
Puisque F' est bornée sur R, pour tout t > a,

‘Fu)‘ o)l

SUPg |F|

12 2 12

Or la fonction t — 1/t est intégrable sur [a, +-oo[ d’apres
les intégrales de Riemann, car a > 0 et 2 > 1. Donc par
comparaison, t — F(t)/t* est aussi intégrable sur [a, +oo[ et

—+oo
I'intégrale / F(t)

—= dt converge.
a

12

Les fonctions f et t — 1/t sont de classe € sur [a, +-o00l.
Faisons une intégration par parties :

ep) o [F@]TT L [ F)

—rdt= | —~* + 5

Y t t ], . t
Cette égalité sera valide si deux des trois écritures ont un
sens, auquel cas la troisiéme en aura un aussi. Or on vient

de voir que la derniere intégrale a un sens. De plus, comme
F' est bornée,

dt.

F
lim ﬂ =0
t——+oo t
donc le crochet a un sens et vaut
“+ oo
{F(t)} o PO Fl@) _ Fla)
t t—+oo a a

Alors, d’apres le théoréme d’intégration par parties,
—+oo
t
I'intégrale / &
et
/ e f(t)
a t

Q6. Les fonctions ¢ + sint/t et ¢ +— sin®¢/t> sont conti-
nues sur ]0, +oo[. Toutes les deux tendent vers 1 en 0, donc
elles sont prolongeables par continuité en 0, donc elles sont
intégrables sur |0, 1].

dt converge

dt.

t2

e @ [0

sin?t

Pour tout ¢ > 1, N ol t +» 1/t? est intégrable

t727

<

sur [1,+oo[ donc t — sin? t/t? I’est aussi, donc elle Iest sur
10, +o00[ et

400
/0

En appliquant la question Q5 a la fonction f = sin, sa-
chant que F' =1 — cos est bornée sur R, qui est la primitive

o gint
de f nulle en 0, on voit que / 5 dt converge, donc
1
—+oo
/,

Faisons un calcul formel que ’on justifiera ensuite :

—+oo
/
.2 “+oo +o00 .
B [_sm t} +/ 2sintcost
t o t
+oo
-
+oo
:/O 2

sin? ¢

12

dt converge.

sint
—— dt converge.

sin? ¢

e

dt

0
sin(2t)
: d

sin u

du.
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Justifions les trois étapes.

(1) C’est une simple intégration par parties, licite car tous
les termes manipulés ont un sens.

(2) Oui, grace a la trigonométire.

(3) Oui, en posant u = 2t, qui est un changement de
variable licite car il est bijectif et de classe €.

Q7.* Appliquons le théoréme de la continuité d’une intégrale
a parameétre. Posons A = R4, I = R; et

g:AxI—=C, (z,t) — f(t)e ™"
o Pour tout t € I, x — g(x,t) est continue sur A par

opérations usuelles.

o Pour tout x € A, t — g(z,t) est continue sur I par
opérations usuelles.

o Pour tout (z,t) € A X I,
lg(@, O = F @) e <[f(D)].

Par hypothese, |f| est continue et intégrable sur I, donc elle
constitue une domination valide.
Alors, d’apreés le théoréme de continuité des intégrales a

parametre,

e pour tout z € A, t — g(z,t) est intégrable sur I, ce qui
signifie que | Z(f) est bien définie sur A;

e | Z(f) est continue sur A.

Q8.* Appliquons le théoreme de la classe ¥ des intégrales
a parametre. Posons A’ = RY.

o Pour tout t € I, z — g(z,t) est de classe € sur A’
par opérations usuelles. De plus, pour tout p € N* et tout
(x,t) € A" x I,

apg —xt

Fop &= O F (e
o On a vu ci-dessus que pour tout z € A’ t — g(z,t) est
continue et intégrable sur I.
9P
—g(x, t) est continue

o Pourtoutp € Nettoutx € A',t
OxP

sur I par opérations usuelles.

o Soit p € N*, soit un segment [a,b] C A" avec 0 < a < b,
solent x € [a,b] et t € I : puisque f est bornée sur I,

apg —x I —a
)| =7 0 < e
D’une part, tPe~ %" = (tPe~?"/2)e~2"/2 D’autre part, a/2 > 0
donc limy—y 400 t? €72 = 0. Donc ¥ €™ <4oo e /2.

—at/2

Comme a/2 > 0, t — e est intégrable sur I, donc

ap
t s P e~ Dest aussi. Alors =39

Ere vérifie I’hypothese de
x

domination locale.

Alors, en vertu du théoréme annoncé,
9P
—g(m,t) est

e pour tout p € N*, pour tout z € A’ ¢t +—
oxP

intégrable sur I ;

o | Z(f) est de classe € sur A';

e pour tout p € N*, pour tout x € A’,

+oo op
2@ =[5

o  OxP

—+oo
(—1)10/0 t? f(t) e " dt.

—+o0
/ F(8)] et dt
0
—+oo
</“ 1711 et dt
0]

I
_ Al 0
€T x— 400

(z,t)dt

Soit z € A’. On a

12 (f) (@)

<

3

4

ce qui signifie que | lim4 o Z(f) =0.

Q9.1.* La fonction f proposée est bornée sur I donc Z(f)
est de classe ¥°° donc €2 sur A’. Pour = > 0,

Z()" (@) +Z(f)(2)
—+o0 t2 efzt —+oo efz't
:/0 1+t2dt+/0 e

“+ oo t2 1 —xt +oo B
:/ (Gl L dt:/ ettdt = =
0 1+1¢2 0 T

—

| Z(f) est solution sur A" de (E).

Q9.2. Posons y = acos + Bsin ol « et 3 sont de classe €*
et o’ cos + B'sin = 0. Alors

/ . /.
= o’ cos — asin + £’ sin + [ cos

—asin + [ cos,

= —a'sin — acos + 3’ cos — Bsin.
Posons b: x — 1/z. En reportant dans (E), on a
y' +y=>b <= —a'sin+ B cos =b.
Ainsi, en reprenant la condition de 1’énoncé,
o’ cos + B'sin =0,
;. , —
—a’sin + ' cos = b,

sinx

o/ = —bsin,

g =

bcos.

. Donc en choisissant

Ainsi, pour tout z > 0, o' (z) = —
arbitrairement a > 0,

¥ sint

a(z) = ala) f/a Tdt.

D’apres la question Q5, ¢ — sint/t a une intégrale conver-
gente sur [a, +00[, donc en posant toujours arbitrairement

+oo s
t
/ sin dt
a t
sint

dt—/z sint
a t a t

+oo i
t
/ %dt.

Ces choix arbitraires sont possibles car les primitives de o
sont définies & une constante additive prés et que ’on cherche
une solution particuliére de (E).

a(a)

dt

De méme, '(z) = €O5%  Avec le méme choix arbitraire
de a >0,
¥ cost
5a) =B+ [t
“+oo
t
et en choisissant 8(a) = —/ cos dt, on a

a
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Q9.3. La solution particuliére que I’on a trouvée s’écrit donc,
pour z > 0,

y(z) = a(z) cosz + B(z) sinx
sint

400
(L7

T cost
(L7

/+°° sintcosx — costsinx
= t

:/+°° sin(t—x)dt:/+°°
T t 0

ou l'on a posé u =t — x, qui est un changement de variable
licite car bijectif et de classe €.

dt) Ccos T

dt) sin x

dt

sinu

x+u

sint
T+t
tion particuliere de (E) sur A’.

400
Ainsi, la fonction x +— / dt est bien une solu-
0

Q9.4. Comme .Z(f) est solution de (E) sur A’, elle est
somme de cette solution particuliere et d’une solution de
I’équation homogene
(H) y'+y=0,
dont les solutions sont classiquement les fonctions acos+ bsin
ot (a,b) € R%

Ainsi, il existe (a,b) € R? tel que pour tout & > 0,
sint
T+t

dt.

+oo
L(f)(x) = acos:v—l—bsinx—i—/
0

Q10. On a vu que pour = > 0,
sint

+oo +oo
/ dt:</ —dt) cosx
0 x t
B /+°° cost
. t

Les fonctions cos et sin sont bornées sur R et les deux inté-
grales tendent vers 0 quand = tend vers 400, comme restes
d’intégrales convergentes. Alors

400
/0

D’apres la question Q8, Z(f) tend vers 0 en +oo, donc
sint

(.,Sf(f)(x) —/Om tht) —0.

Mais d’apres la question Q9.4, cette différence vaut
acosx + bsinz, donc elle ne peut tendre vers 0 que si

a =b=0. Ainsi,
+oo
J,

sint
r+t

dt) sin z.

sint
x+t

lim dt = 0.
T—+00

lim
r—+00

sint
T+t

Vz >0, ZL(f)(z) dt.

4

4

Q11. Soit z > 0. On a
sint

+o0 +oo s
sint
dt — —dt
/0 Tt /O ¢

e/ 1
/ — — ) sintdt
0 z+t ¢

400 .
_ —:z:/ sin ¢ dat
Jo t(z+1)
1 : +o0 .
= —x/ _sint_ dt — x/ _sint dt.
o tx+1) 1 t(z+t)
D’une part, comme pour tout ¢ > 0, sint <1,
1 1 .
‘7m/ sin t dt' <m/ sint| dt
o t(z+1t) o t |xz+t
1 1
=zl t }
as/(; P x[ n(z +t) .
=zln(l4+2z) — zIn(z) — 0.
x—0

D’autre part, comme pour tout ¢ > 0, |sint| < 1, et en
minorant z par 0 au dénominateur,

+oo . +oo
'—x/ Lntdt‘éw/ d—;j:sc—>0
ERICE ) 1t =0
+oo 3 +oo .
Alors | lim / sint dt — / sint dt | =0,
z—0 0 x+t 0 t
. oo sint T gint
ou encore | lim = —dt.
z—=0 Jq x+t 0 t
Q12. Ainsi
+oo s
. sint
i Z(f)@) = [ T

puisque d’apres la question Q10, pour tout x > 0,

/+oo
0

Mais d’apres la question Q7, Z(f) est continue sur A, donc
en particulier en 0 et

sint
x+t

dt.

Z(f)(x)

i £(N@) = 2O = [ 1
x—0 B - 0 1 + t2
+oo T
= [Arctant]o =5
+oo 3
Donc / ydt = E.
L 2




