15 10 25

Corrigé du sixieme devoir a la maison

1. Soit f € F. 1l existe une suite (a,)nen telle que
pour tout n € N, a,, > 0, ZZOZO a, = 1 et pour
tout z € I, f(z) = 3.7y ana™. Pour tout n € N,
nommons fy, : & — a, z", de sorte que f =7 | fn.

DEFINITION. Comme f € F, elle est au moins définie
sur |—1,1].

CROISSANCE. Elle ne nécessite pas de dériver f. En
effet, les f,, sont toutes croissantes sur [0, 1], car les a,,
sont positifs. Soient donc N € N et 2 < y dans [0, 1].

On a Zﬁ;o fu(x) < ZQ{ o fn(y) donc en passant a
la limite, f(z) < f(y) et | f croit sur [0, 1].

CLASSE €°°. Par définition, f est la somme sur [/
d’une série entiere, donc elle y est de classe €.

2. Pour tout = € [0,1], |a, 2"| < a,. Comme Y a,
converge, la série de fonctions > f,, converge norma-
lement donc uniformément sur [0, 1].

Donc f est continue sur [0, 1] et en particulier &
gauche en 1.

3. % La série > _,1/2""! converge comme série
=
géométrique de raison % et de premier terme %, et

oo

> g —gio1 !
2n+1_21_ -

1
n=0 2

Donc G € S.

De méme, pour tout = € R, la série géométrique
S-am/2™F de raison /2 converge si et seulement si
|z/2] < 1 et pour tout z € ]—2,2],

|G = 22n+1:§ s

x FEY9 est une suite a termes positifs ou nuls, tous
nuls & partir d’un certain rang, donc la série corres-
pondante converge ; sa somme vaut évidemment 1.

Donc E9 € S.
Clairement, pour tout z € R, | E4(z) = 2.

* La série de terme général a/n? converge et
— a — 1 1
2:: nZ nz:l n2 2

Ainsi Y07 v, = 5+ 3 =

2
neNv, >0,|Ves.

Soit z € I. Comme V est la somme d’une série
entiere, elle se dérive terme a terme :

—_
—_

[ V)

1 et comme pour tout

Clairement, V'(0) = a et si  # 0,
a i v
—n

ou l'on reconnait le développement en série entiere

de —In(1 —x) :

H Q

sixz#0,

a sinon.

Malgré les apparences, puisque V' est somme d’une
série entiere, elle est en particulier continue sur I.
Alors, V en est une primitive, ce qui valide I’écriture
suivante :

pour tout z € I,

V)=5-a /0 L“t‘ D .

4. Soit f € F'. 1l existe une suite (a,) de réels positifs
telle que pour tout = € [0, 1],

+oo —+o0
x) = E anz” et E anp = 1.
n=0 n=0

De plus, comme somme d’une série entiére, on peut
dériver f terme a terme deux fois :

—+oo
"(x) = Z na, "t

n=1
+oo

et f(x) = Zn(n —Dapa™

n=2

On voit que f” > 0 donc f est convexe sur [0, 1].

Cas oU f(0) = 0. Ici, f(0) = ag = 0. Discutons selon
la valeur de a; = f/(0).

x |Siap =1, Commez _, anp = 1, pour tout n > 2,
an = 0 et pour tout z € [0,1], f(x)==.

x |Siap <1, il existe £ > 2 tel que a; > 0. Alors
pour tout = € 0, 1[, f”(z) > k(k—1)z*=2 > 0. Donc
f est strictement convexe sur ]0, 1] et son graphe est
strictement en dessous de la corde reliant les points
(0, £(0)) = (0,0) et (1, f(1)) = (1,1), c’est-a-dire la
premiére bissectrice : pour tout z € 10,1[, f(z) < z.

Voici l'allure du graphe de f dans ce cas :
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Cas oU f(0) > 0. Ici, £(0)

encore selon a;.

ag > 0. Discutons

x Siag+ a; = 1, pour tout n > 2, a, = 0 et pour
tout = € [0,1], f(z) = ap + a1 x. Le graphe de f est
le segment reliant les points (0, ag) et (1, 1), lequel
est strictement au dessus de la premiere bissectrice
sur 0, 1[, car ag > 0 : Péquation f(z) = x n’a aucune
solution sur |0, 1[.

* Siag+ a; < 1, comme plus haut il existe k > 2
tel que ar > 0 et f”(x) > 0 sur ]0,1[. Donc f y est
encore strictement convexe.

Raisonnons par ’absurde en supposant que I'équa-
tion f(z) = x admet au moins deux solutions sur
10, 1[. Nommons a et b deux d’entre elles, avec a < b.
D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe

¢ € ]a, b tel que
— f(a)

7 =81

car f(a) = a et f(b) = b. Comme f” > 0, f’ croit
strictement, donc f'(b) > f’(¢) = 1. Cela entraine
que la tangente en b est strictement au dessus de
la bissectrice sur ]b,1[. Enfin, toujours par stricte
convexité de f, le graphe de f est strictement au
dessus de cette tangente. Il s’ensuit que f(1) > 1:
c’est la contradiction attendue, car f(1) = 1.

Par I'absurde, il faut donc rejeter I’hypothese que
léquation f(x) = 2 admet au moins deux solutions
sur 10, 1.

Ainsi, quand f(0) > 0, Péquation f(x) = z admet
au plus une solution dans |0, 1].

)= fa) _

)

Voici l'allure du graphe de f dans ce cas :

5. Soit U € S. Comme Y.~ u, = 1, la série nu-
mérique Y u, converge et pour tout z € [—1,1],
|un 2™ = uy, |2|* < u, donc la série numérique
> un ™ converge, donce | j(U) € F.

Soit f € F : par définition, il existe A = (an)nen
telle que f = j(A4) et A € S, donc j est surjective.
Supposons que f = j(U) = j(V) ot U et V sont
dans S. Cela signifie que f est la somme de deux
séries entieres. Par unicité du développement en série
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entiere d’une fonction développable en série entiere,
ici f, les coefficients de ces deux développements sont
égaux, donc U =V et j est injective.

| Finalement, j est une bijection de S sur F.

6. On reconnait que »  w, est la série produit de
Cauchy des séries Y u, et Y v,, qui convergent ab-
solument, donc elle converge absolument et

S (£1) (£4)

n=0

|doncU*V€S’.

7. De méme, pour z € |—1, 1], le produit de Cauchy
des séries > u, ™ et > v, ™ est la série de terme
général ZZ:O ug ¥ vy_p "% = w,, ™. Comme les
séries définissant j(U) et j(V') convergent absolument,
il en est de méme pour la série définissant j(U x V'),
et [j(U + V) = j(U) j(V).

8. On a vu que 'application j est bijective. De plus,
dans F', le produit des fonctions est associatif, com-
mutatif et possede un élément neutre, la fonction
constante x — 1. Alors, par transport de structure,
la loi * est associative , commutative et admet la
suite EY = j71(1) comme élément neutre.

9. x Les coefficients de chacune des suites étant clai-
rement positifs, il suffit de calculer leur somme :

o
>0
n=0

=B +pl=1-p+p=1,

Y= -p) Y =) =1,
n=0 n=0

o0 3 o0 )\n B

nz::owﬁze ’\nz::omze At =1

* Clairement,
|pour tout z € R, @(a:) =1—p+pz.

% Soit « € R. La série géométrique > vP z™, de pre-
mier terme 1 — p et de raison px, converge si et
11 [ ot

seulement si [pz| < 1, c’est-a-dire x € } 07

dans ce cas,

|77(x) = (1-p) Y _p"a"

n=0
* Soit x € R. Siz =0, 7wla™ converge, et si z # 0,
_ Al

I—p
C1—pax’

P n+1
M1

0<1,

whan n+1 nooo

donc d’apres la régle de d’Alembert, Y 7P z™ converge
absolument. Pour tout x € R,

—~ e A? ™
I z) = e Z 7'x =e et = ¢ AT,
n! _
n=0



