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Huitieme devoir a la maison

[CCPO05)
Les calculatrices sont interdites.
Les questions étoilées sont réservées
auz 5/2 et auz 3/2 aventureut.

PARTIE 1

On considére ’équation différentielle linéaire du 2°
ordre en la fonction inconnue y de la variable réelle x :
(éX) z(x+1)y"(2) + (22 + 1)y (2)

S A+ 1) y(@) =0,

ou A désigne un parameétre réel.

I.1. Etant donné A € R, comparer les équations (&)
et (Cg)_)\_l).

On supposera dans la suite du probleme que \ > —1

5.

Dans la suite de cette partie, y désigne une fonction
de la variable réelle z, admettant un développement en
série entiere

+oo
y(z) = Z anx”
n=0
au voisinage de 0.

1.2. Montrer que, pour que y soit solution de 1’équa-
tion (&), il faut et il suffit que ’on ait pour tout n € N :

A+n+1)(A—n)
(n+n2

An+41 =

1.3.

I.3.1. Donner une condition nécessaire et suffisante
sur \ € [f%, +oo[ pour que I’équation (&) admette des
solutions polynomiales de degré donné d € N.

1.3.2. Lorsque c’est le cas, montrer qu’il existe une
unique solution polynomiale de (&)) de degré d, que
nous noterons ¢4, telle que pq(0) = 1.

1.3.3. Expliciter la fonction polynoéme ¢;.

1.3.4. Déterminer les coefficients a, b, ¢, a’, b, ¢’ tels
que :

822 4+8x+1 _a b n c
r(x+1)2x+1) =z xz+1 2x+1’
a' v c

—| = —

z(x+1)(2z+1)2 -zt z+1 + 2z +1)%
En déduire la solution générale de 'équation (&)
sur ]0, +o0[.

I.4. On se place dans le cas o A > —%, Aé¢N.
1.4.1. On suppose que y est une solution non identi-
quement nulle de (&£)). Déterminer le rayon de conver-

gence de la série entiere

+oo
E apx”.
n=0

1.4.2. Montrer qu’il existe une unique solution
de (&), que nous noterons gy, développable en série en-
tiere de la variable « sur |—1,41] et telle que ¢ (0) = 1.

1.4.3. Expliciter les développements en série entiere
de la variable = des fonctions ¢_ 1et g1

PARTIE 11

Soit 1 la fonction de la variable réelle x définie par :
2 %
Y(x) = f/ V1 + zsin? tdt.
T Jo

II.1.* Montrer que v est définie et continue sur [—1, +00[.

I1.2.* Montrer que 1 est indéfiniment dérivable
sur |—1, +oo.
11.3.
I1.3.1. Montrer que pour tout v € |—1,+1[ on a
+oo _
e ("t (2n)!
1 =
Tu ; on—1 227 (nl)2 "

n

I1.3.2. Montrer que ¥ est développable en série en-
tiere de la variable x sur |—1,+1[ et que 'on a :

Vo € ]-1,+1],
+oo _ Ed
_ (_1)n ! (2’)1)' 2 2. 2n n
Y(x) = HZZO =1 2(nl)? (77/0 sin tdt) x".

I1.3.3. Pour tout n € N on pose

Z
In:/ sin?™ tdt.
0

Montrer que pour tout n > 1 on a
2n—1
2n

Calculer Iy. En déduire I,, pour tout n € N, ainsi que
le développement de 1 en série entiere de la variable x
sur |—1, +1].

I1.3.4. Montrer que pour tout n € N, on a

(2n)!
22n(pl)2 =
I1.3.5. Montrer que le développement de 1) en série

entiere est intégrable terme & terme sur |—1, +1[, et en
déduire que :

+1 B T 1 (4p)! ’
1 Y(a)de = -2y (4p—1)(2p+1) (24P((2p)!)2) '

— =0

I, =

Iy

I1.4. Déduire du développement de 1) en série entiere
une expression de ¢(x) en fonction de ¢1(2) et ¢_1(z)
pour tout z € -1, +1].

PArTIE 111

Soit f la fonction de la variable réelle ¢ définie par :
1 +1
fit) = 5 V1 + zsin? tdz.
-1

II1.1.* Montrer que f est définie et continue sur R, et
2m-périodique.
II1.2.* Montrer que f est de classe €' sur R.

FIN DE L’ENONCE
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