Corrigé du premier devoir de révision

REMARQUE. Ce n’est pas tres clair dans 1’énoncé,
mais puisque les fonctions de &(R) sont positives,
continues et ont une intégrale sur R qui vaut 1, elles
sont bien-siir intégrables sur R.

NOTATION. Pour raccourcir les écritures, nous dirons
J aulieu de [ too
R —o0 *

1. Soit z € R. La fonction ¢ — f(¢) g(x —t) est conti-
nue sur R car f et g le sont. De plus, g est bornée
sur R, donc pour tout ¢t € R,

[f () g(x = 1) = [g(z = )] F(£) < llglloc £(2)-

Or f est intégrable sur R, donc ¢t — f(t)g(x —t) est
aussi et | Jz f(t) g(x — t)dt converge.

Considérons la fonction
h:R* R, (x,t) — f(t)glx —t).

Par opérations usuelles,
o pour tout t € R, x +— h(x,t) est continue sur R;
o pour tout x € R, t — h(z,t) est continue sur R;
o de plus, on a vu que

V(@ t) € R?, [h(z, )] < [lgllo f (1),

ou la fonction f est continue et intégrable sur R, donc
h vérifie I'hypotheése de domination.

Alors d’apres le théoréme de continuité des inté-
grales a parametre,
e pour tout = € R, ¢ — h(x,t) est intégrable sur R,
ce que l'on a déja dit;
o ct | fxg:x— [ph(z,t)dt est continue sur R.

Le changement de variable u = x — t est une bi-
jection de classe ¢! de R dans R, donc les fonctions
t— f(t)glx —t) et u— f(x—u)g(u) sont simulta-
nément intégrables sur R et

/R (gl —tydt = / F( — w) (o) du,

| c’est-a-dire fxg=g* f.

2. Utilisons le théoréme de convergence dominée a
parameétre continu.

Gréce a la question précédente, des hypotheses sont
déja vérifiées : la continuité de ¢ — h(x,t) et la domi-
nation de h sont toujours valides. En outre, puisque
g € 6,(R), lim; o g = 0 donc par composition des
limites, pour tout t € R, lim, 4o A(x,t) =0 =£(¢);
et bien-siir, la fonction nulle, ¢, est continue sur R.

En vertu du théoréme annoncé, la fonction /£ est
intégrable sur R — ce qui n’est vraiment pas une
surprise, et 'on peut permuter la limite et 'intégrale :
lim, o0 [ h(x,t)dt = [ £(t)dt = 0.

| Autrement dit, lim, 4o f * g(z) = 0.

De la méme facon, sachant que lim_,, g =0,

|limmﬁ,oo fxg(x)=0.

| Finalement, f * g € €,(R).

Commentaire. A Pépoque du sujet, le théoréme de
convergence dominée a parametre continu n’était pas
au programme. Alors voici une rédaction conforme a
I’énoncé.

Soit une suite réelle (z,) tendant vers +oo. Pour
n € N, posons h, : t — h(x,,t) de sorte que
frglz,) = fR h,(t) dt et appliquons le théoréme
de convergence dominée.
o Les h,, sont continues sur R.
o Soit t € R. On a lim,, 4 (2, —t) = +00. Comme
g € %,(R), limy,_, 1 g(y) = 0, donc par composi-
tion des limites, lim, 1o g(z, —t) = 0 ou encore
lim,, 400 hn(t) = 0. Alnsi, la suite de fonctions (h,,)
converge simplement sur R vers la fonction nulle.
o La fonction nulle est continue sur R (sic :-)
o La domination précédente est reproductible :

Vn € N,Vt € R, |hn(t)| < Hglloo f(t),

ou f est continue et intégrable sur R.

Alors, d’apres le théoreme de convergence dominée,
e les h,, et la fonction nulle sont intégrables sur R
o onalim, , o [pha(t)dt = [;0dt = 0, autrement
dit, lim, 100 f * g(z,) = 0.

Par caractérisation séquentielle des limites, il s’en-
suit que lim, 1o f * g(x) = 0.

3. Soient f et g dans Z(R). Comme g est bornée

sur R, pour les mémes raisons qu’a la question 1, fxg

est continue sur R. Elle est positive, car f et g le sont.
Soit € R. Pour tout ¢t € R,

ft)glx —1t) <llgllee f(2),

donc par croissance de I'intégrale,

frge) < / lglloo £(8)dt

— llglloe / F#)dt = g]loe,

donc f * g est bornée sur R.

Posons F': (z,y) — f(y) gz —y).
o Elle est continue sur R? car f et g le sont.

o Condition 1. Pour tout € R, t — F(x,t) est
intégrable sur R, on I’a vu a la question 1. Soit y € R.
Pour tout v € R, f(y)g(v —y) < [|fllc (v —y). En
posant w = v — y, qui est une bijection de classe €
de R dans R, les fonctions v — g(v —y) et w — g(w)
sont simultanément intégrables sur R et

/RQ(U—Z/)dUZ/Rg(w)dw:L

Ainsi, v — F(v,y) est intégrable sur R.
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o Condition 3. Soit y € R. En vertu de ce qu’on
vient de voir,

/Rf(y)g(x—

et la fonction y — [, [F(z,y)|de = f(y) est inté-
grable sur R.
D’apres le théoréme de Fubini, les fonctions

Y AF(w,y)dx = f(y)

et x — /RF(x,y)dy = fxg(r)

dy) dz
dac) dy

sont intégrables sur R et

/Rf*g(x)daf=/R</Rf(y)g(w—

:/R</Rf(y)9(a?—
:/Rf(y)dy=

| Finalement, f * g € Z(R).

4. Soit x € R. Pour tout ¢t € R,

@Ol =] < lull £2),

donc
|Tf |— £L'ft dt‘
/|f u(z —t)|dt

< / ulloo £(£)dt = [[u]] oo,

| donce || T (u)loo < [|ul|oo-
5.0n a
TyTy(u) = fx(gru)=(frg)xu=_(g*f)
=g*(f xu) =Ty Ty(u)
6. On a
Ty, Ty, (u) — Ty, Ty, (u)
_TfleQ(u) TflTQQ( )+Tf1ng( )_Tlegz(u)
=Ty, (sz (u) Ty, (u)) Ty, T, (u) — T4, Ty, (u)
= Tfl (sz (u) 92 (u)) (Tfl( ) Tth (u))7
donc,
|15, T, (u) — Tg, Ty (u)
< T (T, (u) - Tg )H
+ [T, (T, (w) = Ty, (w) ||
< || Ty (u) — T, (u )||oo+||Tf1( u) — T, () o

2|6

7. Procédons par récurrence.
Sin =1, c’est une évidence.

Pour n = 2, on vient de le faire : en posant
h=h=fetgn=9=g
1(T5)? () = (T)* (W) oo
ST () = To(w)lloo + 1T () = Ty (w)lloo
= 2Ty (u) — Ty(u)]|oo-

Supposons que ce soit vrai au rang n > 2. Sur le
méme principe de démonstration qu’a la question 6,

I(Tp)" () = (Tg)"* () [

= I(Ty)" Ty (u) = (Tg)" Ty(w)|loo
< (T5)" (u) = (To)™ (Wlloo + T4 () = Ty(w)]loo
< nf[Tp(u) = Ty(u)lloo + [T (w) = Ty(u)llo

= (n+D[Tf(u) = Ty(w)] oo

Alors, d’apres le principe de récurrence, I'inégalité
demandée est démontrée.

8. Pour commencer, g, est continue sur R. De plus,
le changement de variable x = y h est une bijec-
tion de classe €' de R dans R donc les applications
x = gn(x) et y = grn(yh)h = g1(y) sont simultané-
ment intégrables et

/Rgh(w)dm=/Rg1(y)dy=1-

| Donc gn € Z(R).

La fonction z — z gp,(x) est impaire donc
| Jz zgn(x)dz = 0.

Faisons une intégration par parties que l'on justi-
fiera ensuite.

/Rngh(ac)dx \/ﬂ/ 7z ¢

h _z teo h
= {—xe 2h2]

- _~_7
VoL —oo /2T
= h2/ gn(z)dz = h2.
A =

La derniere intégrale est celle de gy, qui est intégrable
sur R. Le crochet a un sens car

hdx

_ 2
e 2h?dx
R

2

lim ze =0.

z—+oo

Alors la premiére intégrale a un sens et I'intégration
par parties est validée.

9. Introduisons sur R la loi * définie par

hy * ha = /h2 + h3,

avec volontairement le méme symbole que pour le pro-
duit de convolution, de sorte que gn, * gh, = Ghyxhs-
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Alors, g * gn = gnxn, donc par une récurrence immé-
diate, (gn)*"™ = gp+n, ot on utilise la méme conven-
tion de notation pour la loi sur les réels h > 0, que
sur les fonctions g. En outre,

2= \/h2 +h2=+2h,
3= B2 b = \/(h*2)2 T hZ = \/2h2 + h2
=3h

et par une autre récurrence immédiate, h*™ = \/nh.
Il s’ensuit qu’en posant k = %, B =/nk=het

(9k)™ = Grwn = Gn.

*N

Soit u € %,(R). On a

(Tgk)n(“) = (Tgk"'Tgk)(U) =(gr*-*gr)*u
foi n fois

= (gr)™" *u=gn*u
= Tigpy=n(u) = Ty, (u).

Puisque c’est vrai pour tout u,

(Tgﬁ)n T g ) T Ton-

10. Procédons par récurrence sur k.

La propriété est clairement vraie pour k = 0, en
posant Py p(z) = ﬁ, qui est un polynoéme de de-
gré 0.

Supposons la propriété vraie pour un certain k.
Alors, pour tout x € R,

gg“l)(x) = (g,(lk))’(x) = d*(Pk,h(m)ei%)
= (P p(x) — %Pk’h(fc)) e 2

= Pry1n(z)e 207,
olt Pyy1,n(w) = P j,(x) —
de degré k + 1.

Ainsi, par récurrence, pour tout entier k € N, il
existe un polynéme Py ;, de degré k tel que pour
2

72 Py n () est un polynome

(k) R
tout z € R, g,/ (x) = Pp(x)e 282,

11. Soient = € [—a,a] et t € R. On a

_ (mfii)2
Pkyh(zli — t) e 2h?
(z—t)*
4R e

(z—1)?
an?

= Pk7h(l‘ - t) e
y2
D’une part, la fonction y — Py p(y)e 4h% est
continue sur R. De plus, par croissance comparée,
elle tend vers 0 en £oo, donc elle est dans %, (R) et
elle est bornée sur R. En nommant My, j sa borne
supérieure,

(@—)?
4h?

Pyp(x—t)e < My p.

a,al, (x —t)? > 0, donc

_ (ac—t)2
e 4h2

D’autre part, si t € [—

< 1

3

6

Et sit ¢ [—a,al, |t| > a. Comme |z| < a, d’apres la
seconde inégalité triangulaire,
e —t| = |t| —|z| = |t| —a >0,
et par croissance du carré, (x —t)? > (|t| — a)? et
_(z=t)? _(t=a)?
e 4?2 Le 4h?
Alors posons
My 1, si |t] € a,
Px(t) = _ (=’
Myppe  4R% - sift]>a

. _(t[-a)
Comme lim_,,+e 452
sur R. En outre, quand |¢|

donc (|t| —a)? > |t| —a et
[t|—a a
Pr(t) <
|£]

an2
et comme h2 > 0, la fonction t — e 4h% est inté-

grable sur R. Donc ¢y, est intégrable sur R. Enfin, par
construction,

1, ¢r est continue

>1+]a|, |t|—a >1

Mk,h e_

(z=1)

’tha:—t 2R ‘<¢)k

ce que 'on voulait. Ouf!
12. D’abord, pour tout z € R,

Ty, (u)(x) = gn * u(x) = ux gn(x)
/Ru(t) gn(x —t)dt.

Prouvons la classe ¢! de T, (u). Posons
P (mat) = u(t)gh(m - t)a

= [p o, t)dt.

o Pour tout € R, t — ¢(z,t) est continue sur R
car u et gp le sont; elle est aussi intégrable sur R,
comme on ’a vu a la question 1.

o Pourtout t € R, x — ¢(z,) est de classe € sur R
car gy, l'est. De plus, pour tout (z,t) € R2,

de sorte que Ty, (u)(x)

) (a—t)°
) .

Pl}h(x —t)e 22

Q?
/\

o Pour tout z € R, t — 3£
car u et gj, le sont.

o D’apres la question précédente, pour tout a > 0,
tout € [—a,a] et tout t € R,

122 2, 1)] < Nl ),

ol ¢; est continue et intégrable sur R, donc g vérifie
I’hypothese de domination locale.

Alors d’apres le théoréme de la classe €' des inté-
grales dépendant d’'un paramétre
o pour tout 2 € R, t — 22 5 (x,t) est intégrable sur R

| ) est de classe ‘51 sur R;

e pour tout r eR,
l 3(,0
z) = /R % (e, 1)t

x,t) est continue sur R,

(Tgh (u)
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Prouvons que Ty, (u) est de classe > sur R.

o Pour tout z € R, ¢ — ¢(x,t) est continue et inté-
grable sur R.

o Pour tout t € R,  — @(x,t) est de classe €
sur R car g, l'est. De plus, pour tout & € N et

(z,t) € R?,

B (:rft)2
“2h2

o Pourtout k€ NetzcR,t+— a—(a: t) est conti-

nue sur R, car u et g,(z ) le sont.

o D’apres la question 11, pour tout a > 0, tout k € N,
tout x € [—a,a] et tout t € R,
ak
o @ 1) < llulloo 01 (1),
ou ¢ est continue et intégrable sur R, donc g%
vérifie ’hypotheése de domination locale.

Alors, par une récurrence immédiate, en utilisant
le théoréme de la classe €% des intégrales dépendant
d’un parameétre,

e pour tout ke Net x € R, t — ngf(x,t) est inté-
grable sur R;

o | Ty, (u) est de classe € sur R;
e pour tout k € Net z € R,
(k) %
(T (@) (0) = [ G20

13. On sait déja que Ty, est de classe € sur R. Soit
k € N. Il s’agit de montrer que

lim (T, ()" (z) = 0.

rz—+oo

D’apres la question 12, pour tout x € R,
k _
(T @)V @) = [ ut) Pena=tye

= u* Ypn(r) = Ypn + u(),
2
ou l'on a posé ¢y p, : ® +— Py p(x)e 2h%.

Dans la question 2, on a prouvé que pour f € Z(R)
et g € 6y(R), lim, 4o f * g(x) = 0. Mais dans la
preuve, on n’a pas utilisé que fR f =1, mais seule-
ment que f est continue et intégrable sur R. Alors,
on peut utiliser le résultat pour %y 5 qui est conti-
nue et intégrable sur R (son intégrabilité vient de la
domination de la question 11).

| Ainsi, Ty, (u) € 65°(R).

(z—t)?

2p2 dt

14. En posant ¢t = hx, pour t > 0, on a

—+oo —+oo
/ gn(t)dt = /
o a/h

Comme limy,_,o+ a/h 400 et que g1 est intégrable

g1(z) de.

sur R, limy,_,o+ f Ih > g1(x)dx = 0, donc

| limy, o+ fa gn(t)dt = 0.

4

6

Par parité, | limy, o+ f:o(z gn(t)dt = 0.

15. Soient € > 0 et x € R. Comme [, gp = 1,
Ty, (u)(z) — u(x)

_ /Rgh(t)u(a? ~fydt - u(m)/R
_ /Rgh(t) (ulz — t) — u()) dt.

gn(t)dt

D’apres le résultat de 1’énoncé, il existe o > 0
tel que pour tout (p,q) € R?, si |p — q| < « alors
|u(p) —u(g)| < 5. Fixons un tel a et coupons 'inté-
grale en trois :

| Ty, (u)(x) — u(z)|

< /R gn(t)
:(/;j+11+1j“)%uHMx—w—uwnm
:(/::+1jw)%uMMx—ﬂ—uunw

o f o

D’une part, pour tout t €[-a
donc |u(z —t) —u(z)| < § et

|u(z — t) — u(z)|dt

‘ux—t —u(x ‘dt

al, le—t—g|<a

/ t) |u(x —t) — u(z)|dt < 2/ gn(t)dt
€ €
<= t)dt = =.
2/Rgh( ) 5
D’autre part, pour tout t € R,
[u(e —t) —u(@)] < |ul = t)] + [u(t)] < 2]|ulls,
donc

(/_: * /:oo)gh(t) lu(z —t) — u(x)|dt
<zmmm([:+[jw>%@mt

D’apres la question 14,

—« +oo
lim 2w )dt =0,
d 2l ([ [T Yot

donc il existe H > 0 tel que pour tout h € [0, H],

2fulle ([ 4 [ )it

Alors, pour tout h € [0, H],
€

(W)(a) ~u(w) < S+ 5 =

Comme c’est vrai pour tout € R, on en tire que
”Tgh (u) - uHoo < € donc

[T+ /Ty, (u)

[\D\m

|T,

9h

Uljoo = 0.
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16. Soient n € N et u € %,(R). D’apres les ques-
tions 13 & 15, pour tout h > 0, T, (u) € 65°(R)
et limy,_,o+| Ty, (v) — ulloc = 0. Soit donc h > 0. En
écrivant u = u—Ty, (u)+Ty, (u) et gréce a la linéarité
de Ty, et Ty, on a

Ty, (u) = Ty(u)
=Ty, (u— Ty, (u)) + Ty, Ty, (u)
= Tp(u =Ty, (w) = Ty Ty, (u)
=Ty, (u— Ty, (u) = Ty(u— Ty, (u))
+ 1y, Ty, (u) —Ty1y, (u)
Alors, en utilisant la question 4,
1T, (u) = Tr(w)lloo
STy, (w =Ty, (w)lloo + 1 Tp (u = Ty, (1)) lloo
+ 1T, Ty, (u) — T Ty, ()]
< lu =Ty, (w)|oo + [lu = Ty, (w)|oo
+ Ty, Ty, (w) — Ty Ty, ()| so-

D’apres la question 15, il existe A > 0 tel que
€
T o S 5
(Wlloo < 5

gn
Fixons un tel A > 0. Comme T,, (u) € 65°(R),
d’apres ’hypothese, il existe N € N tel que pour
tout n > N

[l —

)

17, (T, (1))

= Ty (Ty (u)lloo <

w| m

Alors,

1T (w) = Tr(u)llo < 5+ 5+ 5 =6

Autrement dit, pour tout u €

lim ||Ty, (u) —

n—+o0o

W ™
Wl ™

3
%O(R)a
Ty(uw)llo =0,

| et (f,) converge faiblement vers f.

17. Comme u est de classe €° sur R, en écrivant un
développement limité & 'ordre 2 en =z,

=u(zr) —tu'(z) + %tQ u” () + o(t?)

u(z —t)

u(x —t)

— u(m) + tu,(x) Loy
2 S U (z).

donc lim
t—0

0 donc en chan-
0. De plus,

On sait que [t f(t) dt
geant t en nt, [ot fu(t)
Jo fn(t)dt = [g f#(t)dt = 1. Alors

| (T, (u) (@) - u()) — Lu(2)

:/]Rnfn(t)u(x—t)dt—nu(x)/ fa(t)dt

—i—nu'(m)/Rtfn( dt—f /f#
:/Rnfn(t) (u(x — 1) — u(x) + tu'(z)) dt

" T #
) / @ ar

5

6

—u(z) +tu'(x) d

- / nt? f,(t) ule =) 2 !
& t
_ %u”(m)/ﬂ{ff(t) dt
- /Rfif‘(t) ezt v ) g
) [ FE@ar
R
_ /]R (u(x—t)—?;gx)+tu’($) _ lun@)) FHE)dt.

18. Soient z € R et € > 0. Posons

u(r —t) —u(z) +tu'(z) 1 ,
2 —gu (x).

D’apres la question 17, lim;_,¢ §(¢) = 0, donc il existe
a > 0 tel que pour tout t € [—a, o,

€

3

Fixons un tel « et découpons l'intégrale précédente.

Soit n € N. On a
< / 18(8)] £ (1) dt

[ o0t
([ psenszwac [ oo

D’une part,
[ polstoass [ o

E [ % _ £
<2/]an(t)d1t_2

D’autre part, é est prolongée par continuité en 0. De
plus, comme u € 65°(R), 0 admet des limites finies
en oo donc § est bornée sur R. Alors

</:+/:00) |6(8)] £ (1) at
<ol ([ 4 [ et

En outre, en posant s = \/nt,

+o0 Foo
/ f#(t)dtzn?’/?/ t?
[0 e
.
Vna
car t +— t2 f(t) est intégrable sur R. De méme,
o2 fEeat ~—+—+ 0. Alors il existe N € N tel

que pour tout n > N,

([ [ ) st

(t) f7#(t dt‘ 5+ 5 = ¢, cest-a-dire

O:t—

6(8)] <

f(Vnt)dt

2
s fs)ds ——— 0,

dt < —.

N ™

Donc ’fR

0 (T, () (@) - u(@)) — 2 u(@)] <.
2
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Comme c’est vrai pour tout z € R,

1
| (@, ) —w) = 5| <.
donc lim Hn(T (u) —u) — 1u” =0
n—-+oo fn 2 00 ’

19. Soient u € ¢5°(R) et n € N*. D’apres la ques-

tion 9, T, = T; , - De plus, pour tout x € R,
yn o _nz?
) = —— = n nT).
97%( ) oL Vg (vVnx)

Et d’apres la question 8, l'on sait aussi que
Jg 2% g1(z)da converge et que [ xg1(x)dx = 0. Ainsi,
9L joue par rapport a g; le méme réle que f,, par

rapport a f, et d’apres la question 18,

1
u) —u) — —u”

MJHMTI = 0.
n—-+o0o 2 oo
En utilisant la question 7, on a donc
77,0 = Tyt = 75,0 = 73,0
< n||Tfn(u) Ty, (U)HOO
v

6

6

= |[n(Ty, (w) = Ty, ()],
vn

— Ty, (w)—u)+ u”
vn 2 [e’]

[Ty, ) — ) — S

+ Hn(Tg L (u) —u) — 1u”
vn 2 [e’]

Comme ses deux expressions tendent vers 0 quand n
tend vers +o0o, on peut conclure que

| lim |77 (u) = Ty, (u)]|oo = 0.

n——+oo

D’apres un calcul de la question 9, on a T = T'ysn,
donc on vient de prouver que pour tout u € 65° ( ),
limy, s oo || Tp2n (1) — Ty, (u)||oo = 0. D’apres la ques-
tion 16, cela entraine que

|la suite (f.") converge faiblement vers g;.




