Corrigé du quatrieme devoir de révision

NoTATIONS. Dans la partie I, pour faciliter les indices,

numérotons les lignes et colonnes des matrices de 0
a n. Nous utiliserons aussi les coefficients du binéme
généralisé, définis pour tout o € R par ((O)‘) =1et

- (a) _ale-1)-fa-n+1)

n'

I.A.1. Pour tout j € [0,n], la colonne j de M,
contient les coordonnées de

(1+X)j=2j:<z>xi

=0

T, (X7) = =Xn:(z>X

=0

| done M, = ((2)) i.j)eo.n-

I.A.2. En fait, M,, est triangulaire supérieure, avec
des 1 = (}) sur la diagonale,

| donc M,, € GLy41(C).

Clairement, 7,,' : P — P(X —
méme principe que ci-dessus,

1), donc sur le

| M, )7 H(1) ig)elo.n]-

I.B.1. La famille (H,
car elle est échelonnée.

I.B.2.|Sij <0,

() = 22 HJ (Z)
EVCIC ERIRUC ERED
:<—j+-i—1>.

[Si0<j<i—1 Hi(j)=0=(}).

|85 > i, Hi(j) = ()

=0 =\
- Z(Mn)ﬂaj =) (Myn)ijay,
7=0 §=0
P(O) aop
d’ou =M, | :
P(n) an,

i)o<i<n est une base de C,,[X],

1.C.2. Alors bien-siir,
agp P(0)
L= M
an, P(n)

ce qui donne, pour tout 7 € [0, n],

las = S (MY, PGY = S (MY, PG)
=0 j

Sii > n+ 1, on peut faire le méme travail dans
Ci[X], ot I'on voit que |la somme demandée est la

coordonnée de P selon H;, laquelle est nulle puisque
P € Vect(Hy,...,Hy).

1.C.3. D’apres 1.C.2, a) = b).

D’aprés 1.B.2, pour tout i € [0,n], H;(Z) C Z,
donc puisque P =37 ja; H;, b) = ¢).

Bien-sir, ¢) = a).

| Ainsi, a), b) et c) sont équivalentes.

I.D. D’apreés 1.C.2, a) = b).
Supposons b). Toujours d’apres 1.C.2, posons
P=3%"",a;H; oupour i€ [0,n],

()
w(
RS nEE

Ainsi, pour tout j € [0, nﬂ, (4) = uj.
Alors les suites (u;) et (P(j)) ont les mémes pre-
miers n + 1 termes et vérifient la méme relation de

récurrence :
( > u; =0, (b)

a; =

de sorte que

Alors, d’apres 1. C 1,
P(0)

>n+1, Z
Zl:(—l)i‘j <Z> P(j)=0. (L.C2)

=0 J
D’apres le principe de récurrence, ces suites sont
égales, et b) = a).
| Ainsi, a) et b) sont équivalentes.
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Commentaire. On aurait aussi pu démontrer 1’exis-
tence de P par Uinterpolation de Lagrange.

II.A.1. Pour tout ¢t € [—m, 7],

“+ o0
f(?“e” pt _ Z an rn ei(n—p)t.
n=0
Or |a, r™*e' (=Pt = lan| 7™ et > a, r™ converge ab-

solument puisque r € [0, R], donc la série de fonc-
tions Y2 (t — a, r™ e’ (" P)t) converge normalement
sur [—m, 7] et on peut Uintégrer terme & terme :
T ] ] +oo T
‘ flreMye "tdt = Zanr" / et n=pt gy
- n=0

—Tr

oo
= E """ 2T Opp = 2ma,rP.
n=0

I1.A.2. Voici un calcul formel que 'on justifiera en-

suite.
+oo +oo WA T
M(T);anw g)g)anr (;)
_+OO 1 " ity o—int gy ) (“)"
(—)QW( [ frenear) (£)
—in dt
5 [ e (Ze (CHE
de
5)/ fr —e “w 27
re” dt

" ety

it _ :
o re w2

Justifions le tout.
(1) Par définition de f(w).
(2) L’idée est inspirée de la preuve du lemme d’Abel.
(3) D’apres IT.A.1.
(4)

4) Pour n € N, posons g,, : t — f(re't)e "t (£)
Pour tout ¢t € [—7, 7], on a

gnto) = syl (K1)
Za k ikt (|w|)
<k§0|ak|rk (":') = an,.

La somme est un nombre fixe, ne dépendant ni
de n ni de ¢. Et par hypothése |w|/r € [0,1], donc
Qp, qui ne dépend pas de t, est le terme général
d’une série géométrique convergente, donc la sé-
rie de fonctions Y g, converge normalement sur
[—m, x| : il est permis de l'intégrer terme & terme,
ce qui justifie (4).

C’est la somme d’une série géométrique de raison
e'* £ e Dy (avec les notations de I'énoncé).

2

4

I1.B.1. Dire que z parcourt C, revient a dire, en po-
sant z = re'l, que t décrit [—m,7]. La série entiere
> an 2" converge normalement sur C,., donc la fonc-
tion t — f(re't) est continue sur [—x, 7], donc aussi
la fonction t — |f(re'?)|, par composition. Comme
fonction réelle continue sur un segment, cette derniere
est bornée et atteint ses bornes. En particulier, son
maximum existe : | M (r) existe.

I1.B.2. Pour tout t € [—, 7],

re’t r r

- = - <
re”—w‘ lrett —w| ~ r—|w|’

en minorant le dénominateur grace a la seconde in-
égalité triangulaire. Alors, en partant de 11.A.2,

_re® dt
rett —w 27

it ‘ dt

" ety e

</ |f(re)] et —w
T rodt
My(r)

—T

/()| =

re
2w

<

r—|w| 27
r
= M (r) —— ik

I1.B.3. L’espace ER est stable par produit, grace au
produit de Cauchy de deux séries entiéres, donc pour
tout p € N, fP € Fgr. On peut donc appliquer le ré-
sultat précédent a fP. En outre, par croissance sur R
de la fonction u +— uP,

Myr(r) = max{|fP(z)|, z € Cr}
= max{|f(2)]?, z € C;}
= (max{[f(z)], z € C;:})" = (M (r))".
Alors,
77| < My () 5 = (M) =
donc

7(w)] < My(r) (_M)/

et en passant a la limite quand p tend vers +oo,
| |f(w)] < My (r).

. — 1 .
I1.C.1. | Oui, car a,w ) = — g anW" st w £ 0,
et sinon, c’est évident.
II.C.2. Puisque |w| <7, on a
+oo +oo
i 11
S gt = LSS g g
- rlr &
:]+1 n=j+1
1
Z|an|r = — .
N T J—>+oo rd

\—/_/
cste indépendante de j
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II.C.3. Soit z € Dg. En choisissant r dans
Jmax{|w|, |z|}, R[, de sorte que r > |w| et r > |2|,
mais 7 < R, on a

. _ 1 _
by = sl =0 (5 ) 1411 =0

Comme |z| < r, la série géométrique > (|z|/r)?
converge absolument, donc aussi ) b; 27. Ainsi, pour
tout z € Dg, Y b; 27 converge absolument,

271

7).

rJ

donc le rayon de convergence de Y b; 27 est supé-
rieur ou égal a R.

Soit z € Dg.
—+o0 —+o0
(z—w)g(z) = ijzJ+1 — Zwbjzj
=0 =0
+oo
= Zb - Zwb 27
j=1
+oo
= (bj—1 —wbj)z! —whby.
j=1
D’une part,
—+oo +oo
wby = wZanwnfl = Zanw" = f(w) —ao
n=1 n=1
D’autre part, pour j > 1,
—+o0 +o0
bj_l—wbj:Zanw — Z apw" 7 = a;
n=j n=j5+1
Alors,
| (z —w)g(2) Zaj 2 — f(w) +ao
= f(Z) — f(w).

I1.D.1. En appliquant ce qui précede & f en w = 2z,
il existe une fonction g1 € FEpr telle que sur
Dr, f(2) — f(z1) (z — z1) g1(2), cest-a-dire
f(z) = (2 — z1) g1(2). Comme g¢1(z2) = 0, il existe
donc go € Eg telle que sur Dg, ¢1(2) = (2 — 22) g2(2)
et f(z) (z — z1) (z — 22) g2(2). Par une récur-
rence immédiate, il existe g, € Er telle que sur Dg,
f(z) = gp(2) H§:1(2 — z;j). En multipliant de part et
d’autre par [[¥_, (r* — % 2),

il existe F' € Eg telle que sur Dpg, on ait ’égalité
voulue.

IL.D.2. Pour z € C, \ {z;}, 2z = r?, donc

2 _ >
T —ZJZ _

ZZ—Zjz . Z—Zz5

K

=r.
z2—zj|—

Z—Zj Z—Zj

I1.D.3. D’apres 11.B.3,
|F(0)] < Mp(r) = max{|F(2)|,z € C,}.

3|4

D’apres I1.D.1, pour tout z dans C,., éventuellement
distinct des z;, on a

[F(2)| =[f()r"

d’apres IL.D.2. C’est encore vrai en les z; par conti-
nuité, si besoin est. Alors Mp(r) My(r)rP et
|F(0)] < My(r)rP. Enfin,

F0)[] 2 = f0) []r* = f0)r*r
j=1 j=1
Alors
5@l = O] 2| < vy | [T |

I1.D.4. Puisque 0 est racine d’ordre au moins & de f,
on peut écrire sur Dg,

—+o00 +oo
z) = Z an 2" = 2* Z an 2"k,
n==k =k
————
o(2)
ou ¢ € FEg. Appliquons-lui la question précédente,
sachant que ¢ s’annule en les mémes z; que f :

|p(0)]r? < M.

Par ailleurs, si z € C,.,

o(a) = |L2| = L2,
d’ott My (r) = My (r)/r*. Enfin,
(k)
o(0) = = L0
Alors
‘ ‘f(klj'(o ,rp-i—k < M f[

P
7) H 2,
Jj=1

I1.E. Supposons que f n’est pas nulle. Alors il existe
n € N tel que a, # 0, donc f(™(0) # 0. Alors
k = min{n € N, f("(0) # 0} existe. En appliquant
ILD4ak, r=p, z =jpourje€[lp],ona

*) (0
%z’”“@ < My (p)p!

ou encore, quand p — +0o0,
[fP(0)] < kplp™P~* My (p)
~ kW 27mppPe Pp PR O(cP)
1 P
o (= (5)) o
pr2
re<letk-— % > 0. Cela contredit le fait que

e
C
[F®(0)] # 0.

| Alors par I'absurde, f est la fonction nulle.
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ITI.A.1. On peut écrire

Ak
F, =
pors X —k
Pour j € [0,n],
X - ) F, = .
(X —j)F N %%
k=0
=
En évaluant en X = j,
n!

Aj = = — :
Hi:o(] — k) Hk:jJrl(] —k)

n! n

= e = (]
Ainsi, F, = En:(—l)”—’f (Z) ﬁ

k=0

III.A.2. D’apres I11.A.2 et ce qui précede,

/ n! f(rett) dt
(ret —1)---(reit —n) 2w

iy dt

— it Fn ity
/_Trre f(re®™F,(re )27r

LI e~ A dt
_ 1t 1t -
,/ re’ f(re )kzzoire”—k%r

—T

it
re ity At
_Z/\k/ rett — kf(re )27r

- kgo(—l)”-k (1) 7.

III.A.3. D’apres ce qui précede,

n

St () s

T

n! f(re't) d¢
(rett —1)---(rett —n) 2w

)

4

4

n!|f(re't)] dt
|rett —1].--|rett —n| 27
n'Mf ) dt

[
=/

(r—1)---(r—n) 27
_ n!Mf(r)
(r—1)--(r—m)’

II1.B.1. Appliquons ce qui précede a r =2n + 1 :

S () s

k=0

n!
(2n)(2n—1)--

<(n[)2 22n+1)
=0 —_—
(2n)!V/2n
27T7”L’I’L2n 6—2n 22n+1 >

=o0
(\/27r2n(2n)2"e—2" 2n

<

-<n+1>0(¢222;%>

=o(1).
Cela signifie que la suite d’entiers

@o(_wk ;) f(k)>

tend vers 0, donc elle est stationnaire nulle a partir
d’un certain rang N.

neN

II1.B.2. Appliquons I.D a la suite (f(k)) : il existe
un polyndéme P € Cn_1[X] tel que pour tout j € N,
f(3) = P(j). Alors la fonction f — P est entiére, nulle
sur N, et My_p(r) = 0(\2/—;) = 0(2"), car P(r) < 2".
Alors, en appliquant II.E, ce qui est permis puisque
2<e, f—P=0,

| donc f est polynomiale.




