Corrigé du cinquieme devoir de révision

PRINCIPE. Selon le programme, la manipulation de
sommes infinies de réels positifs est possible en toute
généralité, les sommes rencontrées étant éventuelle-
ment infinies. Et si le résultat obtenu est un réel fini,
le calcul est automatiquement valide. Nous utiliserons
ce principe dans les calculs qui suivent.

1. Nommons a,, le coefficient de la premiere série
entiere, et R, son rayon de convergence. Pour tout
n € N*, comme p > 1, pn > n et par croissance de
la factorielle,

(pn)

lan| < = b,.
n!

De plus,

b1 ( 1)T 1
=(14+= —0<1,
by, n/) n+1l notoo

donc d’apres la régle de d’Alembert, le rayon de
convergence Ry de Y b, z" est +oo. Mais avec la
majoration précédente, R, > Ry, donc | R, = +00.

Cela signifie que la série >, -, a, 2" converge ab-
solument pour tout z € C. Alors, c’est encore le cas
pour ), -, an(2?)", ot 'on reconnait la seconde série
entiere.

| Ainsi, le second rayon de convergence est aussi +00.

2. Soit z € R.
+o00 1
_ i N ~ x
So1(x) = Z e =e 1 REeoUE
n=1
De méme,

—+o0
1 n 1 x
SO,Z(l')ZZWfE2 :Chm_lw—;\jkooie .
n=1 ’

|Ainsi, Hy 1 et Hpo sont bien valides.

3. Soit > 0. On a

D’apres le théoreme de transfert, Z7 est d’espérance
finie si et seulement si la famille

est sommable. En vertu du principe évoqué au début
du corrigé, on peut écrire sans crainte

Foo n
n _ . X
Bz -3 et
‘< ar n!
n=
e~ T +oo n’ N e~ T
= r Zilx = r 57«71(3'}).
X 1 n X
n= -z

Puisque le résultat est fini, le calcul est valide. En
particulier, la famille ci-dessus est bien sommable et
| Z; est d’espérance finie.

4. On reconnait que X, ~ £(z), donc d’apres le
cours, X, est d’espérance et de variance finies. De
plus, | E(X,) = V(X,) = =.

Appliquons 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Puisque X, est de variance finie, Z, ’est, donc pour
tout b > 0,

P(Z, - B(Z,)| > b) <

Choisissons b = z~1/3 .

<
&

P(|Z; — E(Z:)| > x_l/s) <

7—2/3 "
Par linéarité de ’espérance,

1

E(Z,) = ~E(X,) = L

Et avec les propriétés de la variance,

Ainsi,
P(|Z, — 1| =27 1/3) a7/
Ce majorant tend vers 0 quand = augmente, donc

lim P(|Z, — 1| >z"13) =0.

T— 00

5. Soit > 1. Utilisons cette fois-ci I'inégalité de
Markov. Comme Z, est positive et d’espérance finie,
pour tout a > 0,

Choisissons a = (1 —27/3)" : a > 0 car z > 1, donc
E(Z})

(1—az=1/3)"

En outre, la fonction u +— u” est une bijection crois-

sante de R dans lui-méme donc on a 'égalité des
évenements

(Zyz (=2 P)) = (Zy 21— a7/,

P(Zyz (-2 <

Alors, on obtient 'inégalité souhaitée :

|1 =23 P(Z, > 1-271/3) <E(Z)).

Clairement, lim (1 —a2~Y/3)" =1.

li
r——+00
Par ailleurs, reprenons la limite de la question 4
en passant au complémentaire :

(1Z: =1 > a3 = (12, - 1] <a™'/?)

donc
lim P(|Z, -1 <27 V%) =1.
xr——+00
En outre,
(12, =1 <a7'®) C (|Ze — 1| <27/?)
donc

P(|Z, 1] <o %) < P(|Z, — 1| <o /%) <1,
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d’ott
lim P(|Z, —1| <z /%) =
T—+00

Enfin,

1/3

Zy — 1| <27 VP e=1-—2a Zy <

P < Zs,

<
—1-—2"13
d’ou

(|1Ze =1 <73 C (Zy 21 —a71/3)

et

P(|Z, —1| <273 <P(Z, > 1—a"Y/3).

Ainsi,
lim P(Z,>21—=x

T—+00

8 =1

Finalement,

lim (1-—

r—r 400

eV P(Zy 21— 2 = 1.

6. Soient N € N* et z > 0. D’aprés le théoréme du
transfert,

400 /N—1
E(Y,n) =) ( [I- k))P(Xx =n)
n=0 \ k=0
o0 ( N—l(n - k'))
Y k=0 n
P T
+o0 1
-z N n—N _ N
=e X Z 7(/” _ N)' X X .
n=N
= ew

Une fois encore, le calcul est valide d’apres le principe
initial. Et en passant, | Y, N est bien d’espérance finie.

7. Considérons les polynémes proposés par 1’énoncé.
La famille (Hy)refo, N7 est une base de R[] car elle
contient N + 1 polynémes de degrés distincts. Alors,
il existe un unique (ax)iefo,n] € RN tel que

N
= Zaka

k=0
En évaluant cette relation en 0, on obtient 0 = aq,
sachant que Hy = 1 et pour k > 1, Hi(0) = 0. Par
ailleurs, pour k > 1, Hy est unitaire et deg(Hy) = k
donc le coefficient dominant de la somme ci-dessus
est ay, et donc|ay = 1.
En évaluant la relation en X, on obtient

Z ar Hk
= Z ag Yy k.
k=1

k—1

Z%H

7=0

)

Alors,

N
1
= N E ag mek.
k=1

2[5

Par linéarité de ’espérance et avec la question 6,

1 N
— 2 E(Yar)
r k=1
1 N N-—1 a
k_ k
SR

1], N = k > 0 donc

E(z,) =

car ay = 1. Pour k € [1,N —

N—-1

D

k=1

ag
N—k 0
ity — T—+0o0

car c’est une somme finie. Ainsi,

|EZN ) — 1.

r—r+00

8. La fonction fs : ¢t +— t° est continue sur R et de
classe €% sur R Sit >0, f/(t) =s(s—1)t*72 <0,
car par construction, s € [0, 1[. Ainsi, f; est stricte-
ment concave sur R} et son graphe est en dessous
de ses tangentes, en particulier celle qui passe en

(1, fs(1)) : autrement dit, pour tout ¢ > 0,
fs(t) < fs() + fo(D) (= 1),
c’est-a-dire
|t <1+s(t—1).

Par continuité, cette inégalité est encore valide en 0,
donc elle I'est pour tout ¢ > 0.

Alors, pour tout x > 0, comme Z, > 0,

7 <s(Zy—1)+1=1—8s+5Z,.

En multipliant par Z¥ > 0 et sachant que s + N = r,

on obtient

| Z; < (1 —s)Z) +sZ)

9. Par croissance et linéarité de ’espérance,
E(Z;) < (1-9)E(Z)) + sE(Z;).
Avec la question 7,

(1—s)E(ZY) +sE(ZN ) — o l-sts=1

Avec la question 5, on avait déja
(1—z 3y P(Z, 21— 273 <E(ZD)
ol

VY P(Zy 21— a3 ——— 1.

(1 - r—+o0

D’apres le théoreme d’encadrement,

|E(Z;;) — 1

Tr—r+00

Gréce a la question 3, il s’ensuit que

c’est-a-dire
T_T
Sr,l (ZL’) ~ z e,

et | Hy est valide.
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10. Posons I = [1,4o0[. Pour tout ¢ € I,

oult) :t<1 _ 1) e

La fonction ¢ — % décroit strictement sur I, donc la
fonction ¢t — 1 — % y croit strictement. La fonction
u +— u” croit strictement sur I, donc par composition,
t+s (1—1)" aussi. La fonction ¢ — ¢ croit strictement
sur I. Ces deux derniéres fonctions sont positives,
strictement sauf pour ¢ = 1, donc leur produit croit
strictement sur I. Ainsi, ¢, croit strictement sur 1.

En outre, toutes les fonctions ci-dessus sont conti-
nues sur I donc ¢, 'est aussi.

Enfin, ¢,(1) = —z < 0 et lim 4 ¢, = +00. Donc
g réalise une bijection de I sur [—x,4oo[. Alors,
puisque 0 est dans cet intervalle image,

il existe un unique t, > 1 tel que @, (t;) = 0 et Y,
est strictement négative sur [1,¢,[ et strictement
positive sur |t,, +o0ol.

Soit n > 1. On a

U () — Up—1(z) = %: n (&_11)): n—1
- %an(x —n'""(n—1)")
= —%x"’l%(n)

Donc uy, (z) —u,—1(2) est du signe contraire de ¢, (n),
c’est-a~dire strictement positif si n € [1,¢,] et stricte-
ment négatif sinon.
Ainsi, la suite (un(7))ogng|t,| croit strictement
et la suite (un(2)),> s, décroit strictement.

En passant, M, = w4, |(z) = max un () et pour
i ne

tout n € N, sin # |tz ], un(x) < M.

11. Quand z tend vers +oo,

oz +a)=(x+a) " (z+a—-1)" —2
GO NGO
:x[(ml_r +o(1)

(et ro(3) -]
:x[1+o‘xr ) }
:a—r+o(1)—>a—r

Soit £ > 0. En choisissant a = r — ¢, on a

hm ep(x+r—c)=—-e<0.

r—+

Comme cette limite est strictement négative, il existe
A1 > 0 tel que pour tout > Ay, p.(z+7—¢) <O0.
Gréace aux signes de la question 10, on en tire que
x+r—e<tg ouencore —¢ <t,—x—r.
De méme, en choisissant o = r + ¢,
lim @ (z+r+e)=e>0.

r—+00

3

5

Donc il existe A, > 0 tel que pout = > Ao,
oz(x+r+e)>0,doncz+r+e>tyett,—x—r<e.

En posant A = max{A4;, A2}, pour tout z > A,
—e<ty—x—r<eg ouencore |t, —x —r| <e. On
vient de prouver que

Ve>0,3A>0,Ve > 1, |t —z—r| <e.
lim (t, —xz—7r)=0.

xr

—+0o0

Cela signifie que |

12. Soit k € Z. Pour faciliter les écritures, notons
momentanément n = |x]. Naturellement, on choisit
z suffisamment grand pour que n + k > 0 et que
Pon puisse manier u,(z). On sait qu’au voisinage
de +o00, n ~ x. Alors, avec la formule de Stirling,
Unsil@) (k) nl
un(r)  nr(n+ k)!x
(n+k)"V2rnn"e " nk
27 (n+ k) (n+ k)rtke—(ntk)
pntkts—r

(n 4 k)n+k+%—7'

1
k —-n k —k—5+r
ek<1+> <1+>
n n
—

—1

o -an(1+£))
~exp(-n(4o(1))

=exp(o(1)) — 1.

Cela signifie que ’on a bien

~

u .
xT—+00 L)

|um+k

13. Soit m € N*. Toujours par commodité, conti-
nuons & noter n = |x]. Tout d’abord, prenons x assez
grand pour que n —m > 0. Ensuite, avec la ques-
tion 11, pour z voisin de +o0, t, = x + r + o(1),
donc t, > z, dou [t;| > |z] = n. Ainsi, avec la
question 10, la suite (4;(2))n—m<i<n croit donc

RTCED PENMEE

=n—m
Alors avec la question 12, quand z est voisin de 400,
S i) mA 1l upy_gp(z) m+1
muy, () U () T
Autrement dit, le quotient admet une limite stricte-
ment supérieure a 1, donc pour x voisin de +o0, il
est lui-méme supérieur a 1 :
=]
Z ui(z) = mu 5 (x).
i=|z]—m
Alors, pour z voisin de +0o0,

Ul (@ Z

i=n—m

—+oo
1 ", x"e”
< — g - T = s
m 7! m
i=0

(m 4+ 1) up—m(z).

> 1.

m
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ou dans la premiere somme, 'on a majoré i < n < .

14. On vient de prouver que

1

X
m

xre*

VYm € N*, 3z, > 0,Vz > z,,,

lim Y= \T) (2)

Cela prouve que
z—+oo gle®

= 0, ou encore que

(z"e®).

(6]
Tr——+0o0

Avec la question 11 a nouveau, pour z voisin de
400, —1 <t —x — 7 < 1, ou encore

r+r—1<t, <x+r—+1.

Alors, par croissance de la partie entiere,

—1< ] <

Par ailleurs, |z] + ] < |z +7] < ||+ |r] +1 donc
2] + [r] =1 < [te] < 2] + [r) +2.

Il Sensuit que [t,] = [z|+iou [r]—-1<i< |r]+2.
Or M, = uy,|(x), donc M, a bien la forme donnée
par I’énoncé. De plus, par définition de M,

<2}

Comme cet ensemble ne contient que 4 éléments, tous
négligeables devant z"e®, le plus grand d’entre eux
I’est aussi :

|z + 7] |z +7r]+1.

Ml. = max{uLwHLrHi(a:), -

(6]
r——+o0

|Mm = (z"e").

15. Soit z € U~ {1}. Soit n € N*.

1—2"
1—2

2
TN

1+ 2|
1 - 2]

|Dn| = ‘

Soit & > 0. Comme D,, est bornée et que Y uy(z)
converge absolument,
les séries > Dptiy—1(x) €t > Dpuy,(x) convergent
absolument.

16. Reprenons les notations de la question précédente.
Gréace aux convergences précédentes, les calculs sui-
vants sont valides.

+oo
Z D, (up—1(z
n=1
“+o0
= Z Dyup—1(x)
n=1

) = un(2))

+oo
— Z D, u,(x)
n=1

+00 too

= Z D1 up(z) — Z Dy up ()
n=0

= Dl ’U,O + Z n+1 — ( )

n”
=0+ Zznﬁm" = Sp1(zx).
n=1

415

On a

“+oo
Z D, (up—1(z

n=1

“+oo
< Z|Dn| |un—1(1‘)
Z|un 1

Coupons cette somme en deux :
§ |un 1
= § ‘un 1

1<n< [ty ]

) = un(2))

— un ()]

z) — un ()|
) — up( x)|+Z|un,1(m)

n>|ty ]

— un(z)].

Gréce a la monotonie de la suite (u,(z))nen vue &
la question 10, puis par télescopage,

—+o00

D Jun-1(z) = un(@)|

n=1

= (un(@) —un1 (@) + > (un—1(x)
1<n< |ty n>|ty ]

= upy, | (¢) —uo(@) +upe,)(2) — Um un(z)
=2uy, () =2M,.

— un(2))

Ainsi,
4 M,
Sy < =
5.0 < (7
Avec la question 14, M, = o(z"e") donc
| Sr1(zz) = zﬁqroo(x e”).
17.On a
p—1

p—1
S sn -3 (3
k=0
Puisque la premiere somme est finie, on peut permuter
sans difficulté :

> e )

k=0

p—1 +o0 nr
S-S (5
=0 =
Signr =1,
p—1 p—1 p—1
D= => 1=p
k=0 k=0 k=0

C’est le cas pour tout n € pN, c’est-a-dire si I’'on a
n:pqoﬁqu. Sinon, £™ #£ 1 et

kn _ 1—(&m)Pr _1-(&")"
Z§ - 1—¢n - 1—¢n

Donc, dans la somme sur n ne restent que les multiples
dep:

p—1

Sen -

k=0

=0.

p—1 +oo
Z rl gk Z qu :pSnp(fE)-
k=0 =0 !
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Pour finir, si k € [1,p — 1], €¥ # 1 donc en vertu
de la question 16, S, 1(£%x) = 0,100 (2"€). Donc,
quand x est voisin de +o0,

p—1 p—1
D Sea(€Fa) = Sea(@)+ ) S
k=0 k=1

p—1
=z"e” + Z o(z"e®)
k=1
=z"e" 4+ o(x"e”) ~ z"e”.

1
Ainsi, Sy p(x) ~ Eac”e”” et | H;.p, est valide.

18. Raisonnons par analyse-synthese.
Analyse. Supposons que (E) admette une solution
sur R développable en série entiere telle que

Z cpt”

avec f'(0) = 1. Alors ¢; = f/(0) = 1. De plus, en
évaluant (F) en t =0, f(0) =0 donc ¢y = 0. Ainsi,

400
)=> cnt"
n=1

De plus, f est de classe ¥°° sur R. En particulier,
elle y est de classe €2 et pour tout t € R,

vte R, f(t)

+oo

1) => nmn—1)c,t">.

n=2

En reportant dans (E), pour tout t € R,

tf'(t) - f(t)=0
+oo too
@th(nfl)cnt"72chnt”:0
n=2 n=1
“+o0o
= Zn(n—l Vet ! ch 1t =
n=2
+oo
= Z[n(n —1)ep —cpq]t" P =0.
n=2

Par unicité du développement en série entiere de la
fonction nulle, pour tout n > 2,

n(n—1)c, —cp—1 = 0.

Comme ¢; = 1, par une récurrence immédiate, pour
tout n > 1, ¢, # 0, donc pour tout n > 2,

Cn, 1

Alors

d’ou, sachant que ¢; =1,

Cp =

Ainsi, si f existe, c’est la fonction définie par

400 m
1= Zl nl(n— 1)V

Synthese. Considérons la fonction définie par

+oo

tn
1= Z nl(n—1)"

n—
Comme pour tout n > 1,
1 < 1

nl(n—1) = nl
on voit immédiatement que le rayon de convergence
de cette série entiere est +o0.
Commentaire. On aurait aussi pu dire avec une rela-
tion précédente que

Cn 1

Cno1 n(n—1) notoo
donc d’apres la reégle de d’Alembert, le rayon de
convergence est bien +oo.
Conclusion. Par analyse-synthese,
Iéquation (E) admet une unique solution f déve-
loppable en série entiére sur R telle que f/(0) = 1:
c’est la fonction

+oo m
= _.
/ ;n!(nfl)!

19. Utilisons la formule de Stirling. Pour n voisin
de 400,
n n

Len = (n)2

~ ornnine—2n
Vn22n
B VTV/2712n(2n)2ne—2n
Vn4"
T Vmea)l

20. Le rayon de convergence du développement en
série entiere de f vaut 400 ; les deux coefficients ci-
dessus sont bien non nuls a partir du rang 1; et ils
sont équivalents. Grace au lemme admis par I’énoncé,
on peut donc affirmer que pour ¢ voisin de +oo,

+00 \f4"
I—Z f 2n)!

+oo (277,)1/2

2 gy VO
S12(2V1)
(2\/;5)1/262\/5

%F%HEH
3 3 3

1
2
_ $1/4 Vi

2T ’

ou l'on a utilisé Hy .



