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Corrigé du onzieme devoir surveillé

PROBLEME 2

Q13. Soit A € M, (R) telle que rg(A4) = 1.

Le rang de la matrice nulle est 0, donc A n’est
pas nulle. Alors elle admet une colonne non nulle : il
existe jo € [1,n] tel que la colonne Cj,(A) n’est pas
nulle. Pour alléger les écritures, posons X = Cj,(A).

Comme rg(A) = 1, toutes les colonnes C;(A), pour
j € [1,n], sont liées entre elles, donc sont liées a la
colonne X. Ainsi, pour tout j € [1,n], il existe y; € R
tel que C;(A) = y; X. Nommons Y la colonne conte-
nant les y;. Constatons que y;, = 1, donc Y n’est pas
la colonne nulle.

Alors, la matrice A s’écrit, en colonnes,

A= (nX Yn X )
=X (n Yn) = XY

Ainsi, il existe des colonnes X et Y non nulles
dans M, 1(R) telles que A= XY .

Q14. Réciproquement, soient X et Y des colonnes
non nulles. Avec des notations évidentes,

XY'=X(y - yn)

Ou l'on voit que les colonnes de cette matrice A sont
toutes liées & X, donc rg(A) < 1. Comme Y n’est pas
nulle, I'un des y; n’est pas nul. Et comme X n’est pas
nulle, la colonne y; X n’est pas nulle, donc rg(A) > 1.
Alors, rg(A) = 1.
Pour toutes colonnes X et Y non nulles dans
M,,1(R), la matrice carrée X Y T est de rang 1.

Q15. Soit A € M, (R), avec rg(A) = 1. D’apres la
question Q13, elle s’écrit A= XY T, ot1 X et Y sont
des colonnes non nulles. Alors

AA=XYHXYH=Xx¥"X)Y".

En notant

T Y1
X = et Y = C
Tn Yn
on voit que
n
i=1
En outre,
T
A= : (yl yn) = (T3 Yj)1<i,j<ns
Tn
donc .
tr(A) = le Yi-
i=1
Ainsi,

[A% =X (tr(A) YT =tr(A) XY =tr(4) A

Q16. Alors, A% = tr(A) A% = tr(A4)2A, et par récur-
rence,

|Vk € N*, AF = tr(A)F1A.
En effet, c’est clairement vrai pour £ = 1. En suppo-
sant que ca le soit pour un certain k > 1,

AR = AR 4 = tr(A)F 1A% = tr(A)F A,

et c’est vrai au rang k + 1.

Q17. Comme rg(A4) = 1, AL # 0. Soit un entier k& > 2.
Comme A#0Qetk—1>1,0na

AP =0 <= tr(A)F 1A =0 < tr(4) = 0.

| Ainsi, A est nilpotente si et seulement si tr(A4) = 0.

Q18. D’apres la question Q15, le polyndéme
X? — tr(A) X est annulateur de A.

Si tr(A) # 0, ce polyndome est scindé sur R, &
racines simples, donc A est diagonalisable.

Si tr(A) = 0, le polynéme annulateur se réduit
4 X2, Sa seule racine est 0, qui est donc aussi la seule
valeur propre possible de A. Comme rg(4) =1 < n,
0 est bien valeur propre de A. Si A était diagonali-
sable, elle serait semblable & la matrice nulle, donc
elle serait nulle, ce qui n’est pas. Donc dans ce cas,
A n’est pas diagonalisable.

Ainsi, A est diagonalisable si et seulement si
tr(A) # 0.

Q19. Sans difficulté,
| A? = I3, et X* — 1 est annulateur de A.

Q20. Les seules valeurs propres possibles de A sont
—1 et 1, les racines de X2 — 1. Mais A est symétrique
réelle, donc elle est diagonalisable. Alors

tr(A) = m(1) - 1+ m(—1) - (=1),

ot m(1) et m(—1) sont les multiplicités de 1 et —1
comme valeurs propres de A, éventuellement nulles si
I'une ou 'autre n’est pas valeur propre. Ainsi,

m(l) —m(-1) = 1.
Or m(1) +m(—1) = 3, car A est diagonalisable, donc
m(l) =2 et m(-1) = 1.

Commentaire. Bien-sir, il est permis de calculer y 4.
Mais le calcul est traitre et cette approche est plus
amusante.
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Soit X € E1(A).

r—2y+2z=3x
AX =X+ ({ 22+ y+22z=3y
204+ 2y+ z=3z
—2x—-2y+22z=0

=< 2x-2y+2z=0

204+2y—22=0
zrz+y—2=0.

1 0
Ainsi, [ E1(A) =R [0 | R [ 1
1 1

Soit X € E_;(A).

r—2y+2z=-3z
AX=-X <= 22+ y+2z2=-3y
20+2y+ z=-3z
4o —2y+2z2=0

= 2x+4y+22=0

204+ 2y+42z=0

r+2=0
<

y+2=0

= r=y=-—=z
1
Ainsi, | E_1(A) =R 1
—1

Q21. On a vu que Fj(A) est le plan d’équation
x4+ y — 2z = 0. Un vecteur normal a ce plan est

1
1
-1
Et ce vecteur engendre la droite E_;(A).

| Les sous-espaces propres de A sont orthogonaux.

Commentaire. Mais on pouvait le dire sans calcul :
A est symétrique réelle, donc ses sous-espaces propres
sont, orthogonaux, d’apres le théoreme spectral.

Q22. Avec les questions précédentes, A = PD P!,
ou D = diag(1,1,—1) et

1 0 1
P=1{0 1 1
1 1 -1

Malheureusement, cette matrice P n’est pas orthogo-
nale, ses colonnes ne sont pas normées. Commencons
par les normer : posons

1 1 0
Ci=—4=|[0],Co=—1(1],

V2 1 \[ 1

et 03

Par construction, C; € E1(A) et C3 € E_1(A) donc
Cl L 03. De méme, 02 L 03. Mais Cl 71/_ CQ. Gar-
dons arbitrairement C; et C5, et posons

1 1 1

1 1
Cy,=C3NC; = — 1IAlO0]=—] -2

Ve g 1) V61

Alors, (C1,C%,Cs5) est une base orthonormée (di-
recte) de M3 1(R). De plus, comme C% L C3 et que
Ei(A) = E_1(A)* = Cf, C5 € E1(A). On peut le
vérifier a la main si 'on préfere.

Alors, on a bien | A = PDPT en choisissant

, et D = diag(1,1,—1).

)
I
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Q23. Comme A% = I3, A est une symétrie, par rap-
port a E71(A) et parallelement a E_1(A). Et comme
E(A) L B_1(A),
A est la symétrie orthogonale par rapport au plan
E,(A) d’équation z +y — z = 0.

Q24. D’apres la question Q13, rg(Py) = 1.
Soit X € M31(R). On a

1 (V,X)
Py X = VVIX = V(V,X) ="
' VA=)

HVH2 Vi

v,

ou l'on reconnait le projeté orthogonal de X sur la
droite RV. Donc Py est la projection orthogonale sur
RV, d’ou | Im(Py) =RV et Ker(Py) = V=,

Q25. On vient de voir que Py est la projection or-
thogonale sur RV. De plus,

g(Py) = dim(Im(Py)) =

En outre, Py est diagonalisable car ¢’est un projecteur.
Et puisque Im(Py) = E1(Py) et Ker(Py) = Eo(Py ),

tr(Py) = m(1) -1+ m(0) -0 = dim(E; (Py)) = 1.

Q26. On voit que Qv = I,, — 2 Py. De plus,

Py = ! Vvt =

]
VvV

||V||2
Donc
Q; = (In - 2PV)T = In

et | Qv est symétrique.

—2P) =1, 2Py = Qv,

En outre,

QuQv =Q} = (I, —2Py)°
=1, 4Py +4P% =1, — 4Py +4Py = I,,,

et | Qv est orthogonale.
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Q27. On a vu que Q% = I,, donc Qy est une symé-
trie : c’est la symétrie par rapport a F1(Qy ) paralle-
lement & E_1(Qv).

Soit X € M31(R). On a

Qv X =X<—= X 2P/ X=X<+= Py X =0,
donc E1(Qy) = Ker(Py) = V1. De méme,
QvX=-X<—=X-2PX=-X<—= P X=X,

donc E—I(QV) = Im(Pv) =RV.
Comme E1(Qv) L E_1(Qv),

| Qv est la symétrie orthogonale par rapport a V=+.

Q28. Soit X € M31(R). Sachant que [|U| = ||V,

X -Ull=[X -V

=X -UP=|X-V|?

= || X|I* - 2(X,U) + |U]*

= X7 - 2(x, V) + [[V]?

— (X,U) =(X,V)

= (X, U-V)=0

< X € D*.

Q29. Avec la question Q25, le projeté orthogonal
de U sur D est

(U - V.U)
U= V]|]?
Bien-siir, cette expression n’est valable que si U # V.

Supposons-le momentanément.
Par ailleurs, toujours avec ||U]| = ||V,

U= V|2 = U]? =240, V) + V]
= 2U|]? - 2(U, V)
=2(U,U - V),

Py_yU = U -V).

donc
Py_yvU = %(U V).
L’intérét de cette expression est qu’elle est encore
valable si U = V.
Ainsi, la décomposition de U dans la somme directe
M3’1(R) =D& DL est

|U=3U-V)+U-3(U-V)

sU-V)+5U+V).
—_— —

€D e D+

Q30. Si U et V ne sont pas liés, U — V #£ 0 et
QU,vUzU—QPU,vUzU—2%(U—V)=V.

Q31. Soient U et V dans M; 1 (R).

Si la famille (U, V) est liée, en prenant Q = I,,, on
voit que Q(? et V sont colinéaires. Bien-sir, I, est
orthogonale. o B

Supposons que la famille (U, V') est libre. Alors, U
et V sont non nuls et 1'on peut poser

1

17| V]

3|3

Alors, U et V sont non liés et ||U]|| = ||V|| = 1. D’apres
la question Q30, Qu_yv U =V, donc

Qu_vU = |U|Qu_vU=|U||V =

s )

et 'on voit que Qu_v U est colinéaire a V', ou Qu_v
est orthogonale.
| L’affirmation de I"énoncé est démontrée.

Q32. Nommons C;(A) les colonnes de A. D’apres la
question Q31, il existe une matrice orthogonale @,
telle que

1

0
Ql Cl (A) et

0
soient colinéaires, c’est-a-dire qu’il existe a € R tel
que

@

0
Q1C1(A) =

0
Alors, en écrivant en colonnes, puis par blocs,

Q1A= (Q:1C1(4) Q1Cn(4))

(5 &)

0 ¢

ou 0 représente une colonne de n — 1 zéros, L est
une ligne de taille n — 1 et C; est une matrice carrée
de taille n — 1.

Q33. Démontrons 'annonce de 1’énoncé par une ré-
currence sur la taille n de la matrice A.

Clairement, si n = 1, c’est vrai, car les matrices
ne sont alors que des scalaires.

Supposons que la propriété soit vraie pour un cer-
tain n — 1. Soit A € M, (R). Avec la question Q32, il
existe @1 € O, (R) telle que

_ « L1
QlA_(O Cl

en reprenant les notations précédentes. D’aprés 1’hy-
pothese de récurrence, il existe Q2 € O,_1(R) et
Ty triangulaire supérieure de taille n — 1 telles que
Q2 Cy = Ty. Alors, toujours par blocs,

(&) &) 4

0 Qo Q2 0 ¢y

(6 o) -5 7))
“\0 @C1) \0 Ty )
On voit que cette matrice est triangulaire supérieure.
De plus, (é £2> € 0,(R), ce qu'un rapide calcul
permet de vérifier, donc

G &)@eOﬂM

car O, (R) est un groupe pour la multiplication. Alors,
la propriété est valide au rang n.

Par le principe de récurrence, l'affirmation de
I’énoncé est démontrée.




