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Corrigé du douzieme devoir surveillé

1. Soient T1 et Ty dans S,,. Pour tout (z,y) € (R")?,
((Tl + Tg)(l'), y) = (Tl(l'), y) + (TQ(‘T)vy)
= (z,71(y)) + (z,T2(y))
= (=, (T1 + T2) (),

|donc T+ Ty €S,.

2. Soit A € o(T) une valeur propre de T et z un
vecteur propre associé. Comme x # 0, on a

Or(z) = (T(x),z)  (Az,z) N (x,2) N

el el el

Ainsi, O, atteint toutes les valeurs propres de T :

| en particulier, Qx atteint m(T) et M (7).

3. Nommons m(T) = A1 < A2 < -+ < A\, = M(7T)
les valeurs propres de T, non nécessairement dis-
tinctes. Et soit B = (eq, . .., epn) une base orthonormée
de vecteurs propres associés : une telle base existe
car T est symétrique. Pour tout x € R™ qui s’écrit
T = E?:l x; e;, sachant que B est une base orthonor-
mée, on a

0,y = @) _ i mirle). Ty wics)
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donc on peut encadrer m(T) < Qu(x) < M(T),
puisque pour tout ¢ € [1,n], m(T) < A\; < M(T).
Et comme m(T) et M(T) sont atteints, on a bien
| m(T) = min Qy et M(T) = max Q.

4.Si T € S, pour tout x € R™, (T(x), 1:) > 0, donc
six#0, Qr(z) = 0. Or m(T) = mingn_ 40y Qr, donc
m(T) > 0. Mais m(T) = mino(T) donc o(T) C R*.
Réciproquement, si o(T) C RT, m(T) > 0 donc
pour tout z # 0, Q(z) > 0, d’ou (T(z),z) > 0 et
TeS.
| Ainsi, T € S, si et seulement si o(T) C RY.

Le méme raisonnement permet d’affirmer que

| T € S;F* si et seulement si o(T) C R

5. Dans cette question, pour alléger les indices, on
écrira « A » pour « A € o(T) ». On fera de méme avec
« w1 » si nécessaire.

Raisonnons par analyse-synthése.

PREAMBULE. Comme T € S,,, d’aprés le théoréme
spectral, R" = @, Ex(T), et les Ex(T) sont orthogo-
naux. Alors d’une part,

(*) Vx € R”,EI!(@),\ € H)\ E)\(T), xr = Z)\ Ty

Et d’autre part, pour tous A # p dans o(T) et pour
tous x € E\(T) et y € E,(T), (z,y) = 0.

ANALYSE. Supposons qu’il existe U € S,, tel que
(3) VA€ O’(T),Vy € E)\(T)v U(y) = f(>‘) Y.
Alors, avec la linéarité et la propriété (3) supposée,

U(w) =, U(za) = Doy f(A) 2A-

SYNTHESE. Considérons Dapplication U définie
comme suit : pour z € R™ qui se décompose de fagon
unique en z = ), ) d’aprés (), posons

U(@) =225 fF(A) .

Définition. Cette définition est valide, car I’écriture
donnée par (*) est unique.

Linéarité. Soient x et y dans R™ et o € R. Ecrivons
de facon unique . =), zx et y = >, yx d'apres (x).

Comme on s’intéresse a U(z + ay), introduisons
z =z + ay. Avec (x), il s’écrit de fagon unique
zZ =) Zx. Mais on a aussi

z=x+ay=y  xxtad = ,(zr+ay).

Par unicité d’une telle décomposition, puisque
Zx + ayx € E\(T), on en tire que 2z, = x)\ + ayy.
Alors

Uz +ay) =25 f(N) 2n = 225 F(A) (2a + apa)
=20 (N ax+ 32, f(N)ayx
=Uu(z) + au(y).

Ainsi, U est bien linéaire.

Symétrie. Gardons x et y comme ci-dessus. Par
bilinéarité du produit scalaire,

(U(@),y) = (Cx fN2r, 3, u0)
=2 F ) (@xs yp)-

Avec P'orthogonalité des E(T), (xa,yu) = 01 A # g,
donc

(U(@), ) = 25 F(A) (@x,90)-
Puisque cette expression est symétrique en x et y,
(U(z),y) = (z,U(y))-

Ainsi, U est bien symétrique.

Propriété (3). Soient A € o(T) et y € Ex(T). Par
unicité de la décomposition y = Zu y,, d’apres (x), si
w# Ay, =0, et yy =vy. Donc

U(y) =2, fWyu = fNyr=f(N)y.
CONCLUSION. Par analyse-synthese, il existe un

unique U € §,, qui vérifie la propriété (3).

6. | Oui, grace a 'unicité démontrée ci-dessus, puisque

p(T) et Z?:o ay T* coincident sur les Fy(T).
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7. | Non. Prouvons-le.

Notons A1, ..., Ax les valeurs propres distinctes
de T. Soit g : J — R. Par construction, d’apres
la question 5, g(T) est entiérement déterminé par
les g(A;). D’apres linterpolation de Lagrange, il existe
un unique polynoéme p de degré inférieur ou égal a k
tel que pour tout i € [1,k], p(A;) = g(\;). Alors,
grace a l'unicité invoquée, p(T) = ¢(T), et g(T) est
un polynoéme en T d’apres la question 6.

8. Par construction a la question 5,

les vecteurs propres de T associés & A € o(T) sont
aussi propres pour f(T) associés & f(A).

Et comme R" = P, Ea(T), f(T) n'a pas
d’autre vecteur propre, donc pas non plus d’autre
valeur propre.

9. D’apres la question 7, il existe des polynomes p
et ¢ tels que f(T) = p(T) et g(T) = ¢(T). Alors

(f9)(1) = (pg)(T) = p(1) 0 g(T) = f(T) 0 g(T).

10. | Oui, car f(\) = 1/, pour tout A € o(s). Consta-
tons que cela est permis car o(S) C RT™ et que f est
bien définie sur o(s).

11. Comme o(s) C R, f est définie sur o(s) donc /S
est bien définie. De plus, comme f - f = idg et que
idr(s) = s, avec la question 9, on a
(f- 1)) = f(s)o f(s) =s
c’est-a-dire f(s)? = s.
| V/S est bien définie et (v/s)* =s.

L’équation ¢? = s admet évidemment comme so-
lution ¢ = /s, laquelle est bien dans S, puisque ses
valeurs propres sont les racines carrées, par essence
positives, de celles de 8. C’est donc la seule de S;,
grace a l'unicité de la question 5.

En revanche, si 'on permet des valeurs propres
non positives, en choisissant +£v/A (A € ¢(T)) comme
valeurs propres de C, il y a 2" choix possibles.

L’équation ¢? = s admet une seule solution dans
S et 2™ dans S,,.

12. Soient T, Ty et T3 dans S,,.

REMARQUE. Pour le confort de la suite, interprétons
différemment la définition :
Ty > T <= Ty —T) €S,
< o(Ty —T;) CRT
= VzeR", (T2 —T1)(z),z) >0
— Vo e R", (T2(z),z) — (T1(2), )
— Vo e R", (T2(z),z) = (T1(x), )

Réflexivité. Bien-sir, T > Ty, car pour tout x € R™,
(T1(x),x) = (T1(x), ). La relation > est réflexive.

T >0
T .

2

4

Antisymétrie. Si To > Ty et Ty > To, pour tout
x € R", ((Tngl)(x),x) >0et ((Tngl)(z),z) <0,
donc ((T2 — T1)(z),z) = 0. Alors Qr,_s, = 0 donc
d’apres la question 3, m(Tg —T1) = M (T2 —T1) =0,
d’ott o(Ty — T1) = {0}. Ainsi, T, — T; est diagona-
lisable avec pour seule valeur propre 0, c’est ’endo-
morphisme nul : T9 — T; = 0 et Ty = Ty. La relation
> est antisymétrique.

Transitivité. Si To > T et T3 > Tg, pour tout € R™,
(Tg(.%‘)7.%') > (T1($)73;‘) et (Tg(fL‘), :L‘) 2 (T2($)7x)7
donc (T3(z),z) > (T1(x),x) et T3 > Ty. La relation >
est transitive.

Comparabilité. Enfin, en prenant n = 2, Ty représenté
dans la base canonique par la matrice diag(2,1) et To
par diag(1, 2), alors To—T; a pour matrice diag(—1, 1)
et n’est ni positif ni négatif. Donc T; et To ne sont
pas comparables.

La relation > est une relation d’ordre non total
dans S,,.

SUPPLEMENT. Pour manier plus aisément cette rela-
tion d’ordre dans la suite, constatons que

Va € R+5V(T17T27T3) € 87?;7
T 2T = aTy 2> aTy,

=
To 2> Ty = Tg + T3 = T1 + Ts.

C’est immédiat en utilisant les produits scalaires,
grace a la remarque précédente.

13. Comme U est symétrique et que Ty > Tp, pour
tout x € R™,

(UoTy0U(z),z) = (T2 0 U(z),U(x))
> (T1oU(2),u(z)) = (Vo Ty 0U(x), )

|et UoTy0U>U0T 00U,

14. Tout d’abord,

M2M1(

donc O'(TQ — Tl) - Rt et To > T;.
D’aprés la question 6, la matrice de T2 est M2 ; de

méme pour Ts. Alors,

M3 — M} = (
Le déterminant de cette matrice est —1, qui vaut le
produit des valeurs propres, donc I'une est négative
et T3 — 12 ¢ S;F, donc T3 % 17 et

10
0 0

5 3
3 2

2 2
2 2

3 1
1 0

| Popérateur défini par t — t? n’est pas croissant.
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15. Notons f : ¢~ 1/4/t. D’aprés la question 9,

UngoU:Tz_l/QngoT;l/2
= f(T2) oidr(T2) o f(T2)
= (f -idr - f)(T2)

=({t—1)(T2) =1L
>

D’apres la question 13, comme T, > Ty,
UoTy0U > UoTioU,doll 1 > UoTyoU, ce qui signifie
que les valeurs propres de I — U o Ty o U sont positives,
ou encore que celles de U o Ty o U sont inférieures ou
égales a 1.

Alors, les valeurs propres de (U o Ty o U)™!, qui
sont les inverses des précédentes, sont supérieures
ou égales & 1, donc (Uo Ty o U)~! > 1, c’est-a-dire
vlortouTt > 1.

Toujours avec la question 13, on en tire que

1

voutortoulouzuorou

-1 2 _ (p=1/2)2 _ p—1
ou encore T ' > U? = (151/2)% = 1,

Ainsi, —171 < —15°
t — —1/t est croissant.

et 'opérateur défini par

16. Si ’on avait des nombres, ou méme si les endo-
morphismes commutaient, on pourrait dire

T2 — T1 = (VT2 + V/T1) o (VT2 — VT1).

Ce n’est peut-étre pas vrai mais I’on peut s’en inspi-
r : pour tout x € R”, puisque les endomorphismes
manipulés sont symétriques, on a

(VT2 + VT1) o (VT2 = VT1)(), )
= (VT2 VT)@), (VT3 + VT (o
(VT2(2), vT2(2)) = (VTi(2), VT2

+ (VT2(2), vTi(2)) = (VT1(2), VTi(2))
(VEEO\/ﬁxx%x)_'(V$;OVEEK$%x)
(T2(2), 2) — (T1(2),2) >0,

)
(z))
(

d’apres la question 11, et parce que par hypothese
Ty > Ty1. Si 'on considére maintenant une valeur
propre A de /T2 — 4/T1 et un vecteur propre x asso-
cié, on a donc

(VT2 = VI1)(2), (VT2 + VT1)(2))
= A(, (VT2 +vT1)(2)) >0

r (z,(y/T2 + /T1 )(2)) = 0, donc on peut conclure
que A > 0 si (z,(y/T2 + /T1)(z)) > 0. Mais,
en supposant que (z, (/T2 + /T1)(z)) = 0, on a
(z,/T2(z)) = —(z, /T1(z)) d’ou

(VT2 = VT1)(x),2) = 2 (VTa(x),2) > 0.
Mais par ailleurs, ((y/T2 —/T1)(z), ) = Al|z||* donc

A > 0. Dans tous les cas, A > 0, donc

o(y/T2 — 4/T1) C RT, donc /T2 > /T1 et opé-

rateur défini par t — v/t est croissant.

3|4

17. Soit u € Ry. D’apres ’énoncé, f, est définie
sur R™*, donc si T € S,,, pour envisager de parler de

fu(T), il est déja nécessaire que o(T) C R, donc
que T € S;*.
Siu =0, fo : t — 1. Dans ce cas, pour T1 et Ts

dans S;*, fo(T1) =1 et fo(T2) =1, donc
2 fo(T1).
Soit u € R**. Tout d’abord, pour tout t > 0,
t+u—u 1
fult) = ————

t+u S 1+L
Soit T E Si*:o(T) C RT*. Alors 1+ T est inversible

L <0donc —1 ¢ o(T). Alors
fu(T) =1- (14 L7)71.

Pour T; et Ty dans S;*, avec les remarques de la
question 12 et la question 15, on a

T2>T1:>lT2>l

— 1+ = T2

| T2 > 11 = fo(T2)

1+ 1y
—(14+Lim) > -4 L)
=1—(1+im) ' >1-(1+1T1)"
= fu(T2) = fu(T1).

18. Si 'on change de base, il existera une matrice de
passage P telle que la nouvelle matrice soit

U =pPlop

Cela signifie que les coefficients ¥;; de cette matrice
sont des combinaisons linéaires des coefficients &;;
de I'ancienne matrice. Alors, leur caractere continu
et intégrable est acquis. De plus, en intégrant, on ne
change pas les combinaisons linéaires, par linéarité
de l'intégrale, donc on aura

/;oo ¥(s)ds = P! (/O+OO @(s)ds) P

Ainsi, la matrice f0+oo

— 1

1

¥ (s)ds représente bien le méme

endomorphisme que f0+oo
velle base.

&(s)ds, mais dans la nou-

La définition de I’endomorphisme f0+oo ©(s)ds
ne dépend donc pas de la base choisie pour le
représenter.

19. D’apres la question 5, il suffit de travailler sur les
fonctions gy : u + f, (\)u®"L, pour \ parcourant o(s).
Soit un tel A > 0. La fonction gy est évidemment
continue sur R™*. En 0,

11

ga(u) ~u"

yl—a’
ot la fonction u +— 1/u'~® est intégrable sur |0, 1] car
1 —a <1, donc gy l'est aussi. En 400,

A

gr(u) ~ wr—a’
ot la fonction u + 1/u?~% est intégrable sur [1, +o0]
car 2 —a > 1, donc gy l'est aussi. Finalement, gy est
intégrable sur R** pour tout A € o(s),

| donc ¢ est continue et intégrable sur RT*.
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20. En travaillant a nouveau sur le spectre, pour tout
A€ o(9),

sinam

P

+oo
/ fu(N)u"t du,
0

donc, toujours d’apres 5,

“+o0
/ fu(8)utdu.
0

™

sinam

% =
™

21. Si ¢ et ¢ sont des fonctions de RT* dans S;,
continues, intégrables sur R, et telles que pour tout
s € RT™, p(s) = 1(s), alors

—+o0
/ p(s)ds >

0 0
En effet, fixons une base orthonormée B de R™. Pour
tout x € R™ et tout s € RT™, on a

(p(s)(@),2) = (¥(s)(2), @),
ce qui donne, en notant X, @(s) et ¥(s) les matrices
respectives de z, ¢(s) et 1(s) dans la base B,

XTo(s)X > XTw(s) X,

+oo

P(s)ds.

>

=

Par croissance de l'intégrale, on a

+o0 +oo
/ XTd(s) Xds > / X Tw(s)Xds,
0 0

4

4

étant entendu qu’on fait le calcul pour chaque coor-
donnée. Du coup, puisque X ne dépend pas de s,

X7 (/;oo @(s)ds) X>xT (/0%o ¥(s) ds) X,

ce qui traduit

((/ +mso(s)ds) @)= (( 0+°°w<s>ds) (@),

ce que l'on voulait.
Alors, pour tous T; et To dans S,

|12 > 11 = Vu € R, fu(T2) > fu(T1)

= Yu € R, fu(Tg)ua*1 > fu(Tl)u‘k1

+oo +o00
:>/ fu(Tg)ua_ldu>/ fu(Tl)u“_ldu
0 0

sinam

“+oo
/ fu(T2) udu
0

. +00
T
0

™

=
= T5 > Tf.

La derniére étape est permise puisque a € ]0, 1[ donc
sinam > 0.



