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Corrigé du septieme devoir surveillé

1. Soient A =
Posons AB =

(aij) et B = (b;;) deux matrices de #,.
(Cij) et BA = (dzj) On a

trA ZC“ = zn:i:aijbji

i=1 j=1

= ZZbﬂaw = Zdﬂ = trBA.

j=11:i=1

2. Considérons deux bases % et ¥. En notant
P = matg(%) la matrice de passage de & & €, on
a

Ty =PT,P L.
Alors, grace a la question précédente,
tr Tz = tr(P(TeP 1)) = tr((Te P~ HP) = tr Te.

Cela signifie que la trace tr T4 ne dépend pas de la
base 4.

3. Notons r = rg P = dim R(P). D’apres le théoréme
du rang, on sait que

dim X =r + dim N(P).

En outre, pour tout € R(P) N N(P), d’une part
Px =0 et d’autre part, il existe y € X tel que x = Py.
Alors Px = P2y = Py =z, d’ott « = 0. Il s’ensuit que
R(P)NN(P) ={0}.

Cela entraine que | X = R(P) ® N(P).

4. Considérons une base de X adaptée a cette somme di-
recte, B = (€1,...,€ry€r41,...,€n). On a vu ci-dessus
en passant que pour tout x € R(P), Pz = x. Donc,
pour tout 7 € [1,r], Pe; = e; et pour tout i € [r + 1,n],
Pe; =0. Alors

Py = diag(1,...,1,0,...,0).
—— N —

r n—r

Ainsi, [tr P =71 =1g P.

5. On a déja vu que pour tout z € R(P), Px = z,
c’est-a-dire (I — P)x = 0, ou encore x € N(P’). Ainsi,
R(P) C N(P").

Réciproquement, si x € N(P’), x = Pz et « € R(P),
donc N(P') C R(P).

| Ainsi, R(P) = N ().

Comme I et P commutent, on voit que
P?=]-2P+P*=]—-2P+P=P,

donc P’ est un projecteur de X. En vertu de la premicre
partie de la question
R(P) =

N(I—P')= N(P).

6. Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de X. L’ap-
plication

p:FxG@—>F+G, (v,y)—»ax+y

est clairement linéaire. Elle est surjective par construc-
tion. Donc rg ¢ = dim(F + G). D’apres le théoréme du

rang,
dim(F x G) =rgp +dim N(p) 2 rge = dim(F + G).

Comme dim(F x G)
| dim(F + G) < dim F' 4+ dim G.

= dim F' 4+ dim G, on en tire que

7. Soit S = Z:;l P; une somme finie de projecteurs.
Par linéarité de la trace,

@ztr(iﬂ-) ZtrP ngP € N.
i=1 =1

eN

Par ailleurs, soit z € R(S) : il existe y € X tel que

=Sy = Py € E R(F;)
=1 =1
€ R(FP)

Cela signifie que

Alors, grace au début de la question et a la question
précédente,

|rg S = dim R(S dim(iR(Pﬁ)
ii dim R(P, ngP =trs.
i=1

8. Dans la somme directe X = R(P) & N(P), on sait
qu’'un endomorphisme de X est entierement déterminé
par ses restrictions a R(P) et N(P). Il suffit donc d’éta-
blir ’égalité voulue sur ces deux sous-espaces vectoriels
de X.

Comme rg P = 1, R(P) est une droite : considérons
donc e # 0 tel que R(P) =Re. On a

PTPe=PTec R(P).

Alors, il existe p € R tel que PT e = pe. Soit donc
x € R(P) : il s’écrit x = e avec A € R. Alors, sachant
que Px = x,

PTPx=PTe=APTe=Ape=px=puPuz.

Soit x € N(P). Alors PT Pz =0 =
Pz =0.

Ainsi, PT P et p P coincident sur R(P) et N(P),
donc il sont égaux :

il existe p € R tel que PT'P = pP.

w Pz, car

PSI-2526-MATHS



CORRIGE DU SEPTIEME DEVOIR SURVEILLE

9. Avec les notations de I'énoncé, R(P) = R fi et
N(P) = Vect(fa,..., fn). Décomposons T f; dans la
base € : il existe (A1,...,A\,) € R" tel que

ThH=MAh+Xfot 4+ fn.
~—~—
€ R(P) € N(P)

Par définition de P, on a donc
PTfi=Xfi
En outre,
PTfi=PTPfi=puPfi=upf.

Donc A\; = p. Cela signifie que la premiére colonne de
T est

A2
An

| Donc T¢ a exactement la forme annoncée.

10. Raisonnons par contraposition et prouvons que si B
est la matrice d’'une homothétie, alors P’ T P’ est pro-
portionnel & P’. En travaillant matriciellement dans la
base €, cela revient a prouver que s’il existe A € R tel
que B = AI,,_1, alors P’¢s T P’ est proportionnelle &
P .

Avec la question précédente, écrivons par blocs

o

L
Te = [(C A]Inl] ’

ou C € Mp_1,1 est le reste de la premiere colonne,

L € A\ 1 est le reste de la premiere ligne, et 'on

suppose donc que B = All,,_;. Avec le méme découpage
1 ©1,n71

par blocs,
Py = ,
v |:@n—171 On-1 }

en notant O@,,_; ; la colonne nulle de #,,_1 1, Q1 ,—; la
ligne nulle de #; ,—1 et O,_; la matrice carrée nulle
de A,,_1. Et comme P’ = I — P, naturellement

0 @1,n—1:|

Py =
¢ |:@n1,1 anl

Alors
Py TPy

[0 O |[p L
On-11 L C AL,

0
(D)nfl,l

[0 01,51
C AL,

0 Otn-1| _ o
[ On-1 Aﬂn_l]‘w‘f'

s
On-11 I
©1,n—1:|

]Infl

| La question est donc prouvée par contraposition.

11. Pour une homothétie, tout vecteur est lié a son
image. A contrario,
puisque T n’est pas une homothétie, il existe un
x € X tel que la famille (z,T x) soit libre.

2

3

12. Fixons un tel x, et renommons-le e;. Posons en-
suite eq T x. D’apres la question précédente, la
famille (e1,eq) est libre. D’aprés le théoréme de la
base incompléte, on peut la compléter en une base
B = (e1,e2,...,e,) de X. Comme es = Teq,

| par construction la matrice T4 a la forme voulue.

13. Procédons par récurrence sur n.
Initialisation. Sin = 2, avec la question précédente,
il existe a et b réels tels que

0 a
Ty = [1 b} |
Si TrT = 0, immédiatement b = 0 et la diagonale de
T est bien nulle.

Transmission. Supposons que pour un n = 3 donné,
dans tout espace de dimension n—1, tout endomorphisme
de trace nulle admette une matrice représentative de
diagonale nulle. Soit un endomorphisme 7" de trace nulle
d’un espace de dimension n. Si T' est ’endomorphisme
nul, sa matrice dans toute base est de diagonale nulle.
Supposons que T n’est pas I’endomorphisme nul. Alors

T ne peut-étre une homothétie (de rapport forcément
non nul), sinon sa trace serait non nulle. Avec la question

précédente, il existe une base & = (e1,eq,...,e,) telle
que
0 x Xx X
1
_10
Ty = . A
0

Comme trT = 0, trA = 0. Considérons 1’endomor-
phisme A de Vect(es,...,e,) dont la matrice est A.
D’apres ’hypothése de récurrence, il existe une base

(e5,...,el) dans laquelle la matrice A’ de A est de dia-
gonale nulle. Et dans la base B’ = (e, é),...,€el), on
a
0 x X
X
ng/ = : A
X

Et cette matrice est de diagonale nulle.
Conclusion. Par récurrence,

tout endomorphisme de trace nulle admet une ma-
trice représentative de diagonale nulle.

14. Prenons n = 2. Soit T tel que trT = t; + to. Consi-
dérons I’endomorphisme U =T — t; I. Il n’est pas une
homothétie, sinon T le serait. D’apres la question 11, il
existe une base B" = (e1,e2) de X telle que ex = Uey.
Il existe donc a et b réels tels que

0 a
b= [0 4]
Comme trU = trT — 2t; = to —t1, on a b =ty — t;.

Alors
tl a :l

T@// = U@u +t1H2 = |: 1

to
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15. Avec la propriété admise par 1’énoncé, il existe un
projecteur L de rang 1 de X tel que LT L = t; L et
que L' T L' ne soit pas proportionnel a L’. D’apres la
question 9, il existe une base € de X telle que

131
X

X X

Ty = B

Et d’apres la question 10, B n’est pas la matrice d’une
homothétie car L' T L’ n’est pas proportionnel & L'.

16. Procédons comme a la question 13.
Initialisation. Elle a été faite a la question 14.
Transmission. Supposons la propriété vraie au
rang n — 1. Avec la question précédente, il existe

% = (e1,€2,...,¢e,) telle que
t X X
Tcg: X B
X

ou B n’est pas une homothétie. Considérons I’endomor-
phisme B de Y = Vect(es,...,e,) de matrice B dans
la base (es,...,e,). Ce n’est pas une homothétie, et
bien-siir,

n
trB=trB=trTy —t; = Zti'

=2
D’apreés 'hypothese de récurrence, il existe une base
(e, ...,er) de Y dans laquelle la matrice de B a sur la
diagonale les coefficients t;, i € [2,n], dans cet ordre.
Alors dans la base B” = (ey,€5,...,el) de X, la ma-
trice T a sur la diagonale les coefficients ¢;, ¢ € [1,n],
dans cet ordre.

Conclusion. Par récurrence,
| la proposition de I’énoncé est vraie.

17. Considérons un supplémentaire F de N(T)
X = F& N(T); clest possible puisque X est de di-
mension finie. On sait que

dim F = dim X — dim N(T') = dim R(T') = p.
Dans une base & = (e1,...,€p,€p41,--.,6,) adaptée a
cette somme directe, | T4 a la forme souhaitée.

18. On a # € N et 8 > p. Donc on peut écrire

P
0=> t
=1

ou t; € N* pour i € [1,p]. Par exemple, si p > 2, on
peut choisir
t1 -~-:tp_1:1,tp:9—p+121.
Et bien-siir, si p = 1, on prend directement t; = 6.
Considérons I’endomorphisme T; de F dont la ma-
trice dans (eq,...,e,) est Tq. Bien-str, 77 n’est pas une
homothétie puisque T ne l'est pas, et

p
tr1y =60 = Zti.
=1

D’apres la question 16, il existe une base (e}, ..., e],) de
F dans laquelle la matrice de T} est
t1 X X
T = | x X
X X i,
Alors, dans la base ' = (e},...,€),€p11,...,€,) de X,

| la matrice T a la forme voulue.

3|3

19. Décomposons cette matrice en la somme de matrices
ou 'on ne conserve qu'une colonne non nulle. En notant
Cy, ..., C, les p premicres colonnes et laissant vide les
blocs de 0, écrivons

Ty = [C Cy C, |

I
—

J
ou C; est en position j. De plus, en disant que

t; = Z:;l 1, découpons encore, en constatant que t; et
les 1 sont sur la ligne j :

X X t;—1
Ci=|t;|=[1][+> 1],
X X | i=1 |
de sorte que
X ti—1 i
[ ¢ = 1 +) 1
x | =1
La matrice
1

ol le 1 est en position (34, j), est clairement la matrice
d’un projecteur. Et c’est aussi le cas, un peu moins
clairement, pour la matrice

X
1
X

Ou l'on a bien réussi a décomposer T4 en somme finie
de projecteurs.

| T est donc une somme finie de projecteurs.

20. Supposons qu’il existe A € R tel que T; = AL,.
Comme trT = trT; = Ap et que trT > p, on en tire
que A > 1.

Si A =1, on se raméne directement au cas précédent
en posant t; = --- =1, = 1. Par conséquent, T" est bien
somme de projecteurs.

Si A > 1, introduisons le projecteur P dont la matrice
dans la base % de la question 17 est

S

ou 'on a encore laissé vide tous les blocs de 0. Alors
I’endomorphisme 77 = T — P est représenté dans la
base % par la matrice

ou Ty = diag(A — 1, \,..., ) n’est pas la matrice d'une
homothétie. En outre, T’ contient n — p colonnes nulles
donc rg T’ < p. Enfin, puisque p € N,

T O

T,y =Ty — Py = {TQ p

tr(T)=trT—1=Xp—1>p—1=2p=rgT.

Alors, on se rameéne au cas précédent pour 17, qui est
donc la somme de projecteurs. Comme T' =T’ + P,

| T est encore une somme finie de projecteurs.




