Corrigés des exercices de révision

164 (o]}

Onap®—1=(p—1)(p+1). Les entiers p — 1 et
p+1 sont deux entiers pairs consécutifs, donc 1'un est
multiple de 2 et I'autre de 4. Donc p? — 1 est multiple
de 8.

En outre, p — 1, p et p+ 1 sont trois entiers consé-
cutifs, donc I'un est multiple de 3. Ce n’est pas p, qui
est premier, donc c’est p — 1 ou p+ 1. Alors p? — 1
est multiple de 3.

Comme 8 et 3 sont premiers entre eux, p> — 1 est
multiple de 24.

165 Cs
Sig=r =0, s =p est un projecteur.
Supposons que s soit un projecteur. D’une part,
rgs=Trs=Trp+V2Trq+V3Trr
=rgp+ \/Ergq—i— \/grgr
Zrgp+rgqg+rgr.
D’autre part, comme on sait que si u et v sont
dans £(F), rg(u +v) < rgu + rgv, et si A # 0,
rg(Au) =rgu, on a
rgs <rgp +1g(qv2) +rg(rv3)
=r1gpt+rgq+rgr.
Ainsi, rgp+v2rgq+/3rgr =rgp+rgq+rgr, don
(vV2-1)rgq+(vV3—1)rgr = 0. Il s’agit d'une somme
de réels positifs donc rgg = rgr = 0.
Finalement, s est un projecteur si et seulement si
g=r=0.

166 TPE

1. Bien-stir, L C £(F, F) et il n’est pas vide puisqu’il
contient 'application linéaire nulle.

Soient u et v dans L et A un scalaire. Soit = € G.
On a u(z) =0, car G C Ker(u) ; de méme, v(z) = 0.
Alors, Au(z) +v(z) =0, donc x € Ker(Au + v), donc
G C Ker(Au +v), d’ott enfin Au+v € L.

Ainsi, L est un sous-espace vectoriel de £(E, F).
Il est de dimension finie car F et F' le sont.

2. Une application linéaire est entierement déterminée
par 'image des vecteurs d’une base. Soit (e1,...,€p)
une base de G. On la compléte en une base (eq, ..., e,)
de E. Soit u € L. Comme G C Ker(u), 'image des
vecteurs ey, ..., e, est fixée, c’est 0. L’application u
est alors entierement déterminée par I'image des n—p
vecteurs restants. Alors,

dim(L) = (dim(E) — dim(G)) dim(F).

167 MP
D’une part,

1 & 1
Up = —3 —r -
n 32 2k\3
n o (50

D’autre part, d’apres les sommes de Riemann,

1 — 1 Loode 2
li — = i

l
9n2’

donc u,, ~

168 CCINP25

RAYON DE CONVERGENCE. Posons a, = n(-1)". On
voit que pour tout n € N*, }1 < an, < n. Posons
bnzietcn:nzogbnganécn. Notons R,, Ry,
R, les rayons de convergence respectif de > a, z™,
S bpa™ et Y cpa™ :onadone Ry, = R, > R.. Or
Ry = R, =1, car pour tout z € |—1,1],

+oo 2 z +00
- = " dt,
+ +
et inx" = % (fx") ,
n=1 n=0

puisqu’il est permis d’intégrer et de dériver terme a
terme la somme d’une série entiere. Donc R, = 1.

SOMME. Pour tout z € |—1,1],

400
> ana"
n=1

+oo p2n+l

ZQnm2"+ZQn+1

n=1
d +oo ;c“rOO
=z > ZtQ”dt
n=0
A1 w "
TP \1 22 0 1—12
B x? N 1 14
(1 22 2 \1—z
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DOMAINE D’ETUDE. La fonction f est définie sur
D = [-2,2] x R. En outre, f est paire en z,
2 m-périodique et paire en gy, on 1’étudie donc sur
[0,2] x [0, 7].

POINTS CRITIQUES. Les extrémums éventuels sont
des points critiques, mais seulement sur un ouvert.
Il faut donc se placer sur Iintérieur de D, ou encore
sur [0,2[ x [0, 7], qui n’est pas un ouvert mais qui est
entierement dans 'intérieur de D. Sur cet ensemble,
f est de classe €2, comme composée de fonctions qui
le sont. On a

of

—(z,y) =x+ —=cosy =0
x

e} V4 — x2
gy =4 —22sin(y) =
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y=20
— 1
x<1+m)—0
Y=
)
Va—2a?
= {y:O ou {y:w ou {y:ﬂ
=0 =0 z=/3.

Ainsi, les points critiques de f sont (0,0), (0,7) et

(V/3,7).

NATURE DES POINTS CRITIQUES. La hessienne de f

3/2 0
en (0,0) est ( 0 2

donc (0,0) est un minimum local de f.
1/2
0

>, dont le spectre est dans R’}

0

La hessienne de f en (0,7) est _2>, dont

les valeurs propres sont de signes contraires, donc
(0, ) n’est pas un extrémum local de f.
_(1) ) , dont

La hessienne de f en (v/3, ) est (_?)
le spectre est dans R* donc (v/3,0) est un maximum
local de f.

ETUDE DES BORDS. Considérons maintenant les

couples (2,y) pour y € [0,7]. Pour z au voisinage
de 2, on a

flzyy) =2—-2vV2—xcosy —2(x —2) + oz — 2).
Cela signifie que les couples (2, y) sont des maximums
locaux si cosy > 0, c’est-a-dire y € [0, g[ et des mi-

nimums locaux si cosy < 0 c’est-a-dire y € ]%, 7T] ;et
que le couple (2, Z) n’est pas un extrémum.

2

170

Voici deux résolutions complétement différentes.

MP

PREMIERE METHODE. Pour n = 1, ¢’est évidemment

vrai. On suppose donc n > 2. Pour k € [1,n — 1],
n—1

posons up = Ti/Tky1 et pp, = [[,_; uk. Alors

Zn/x1 = 1/py. Soit la fonction

Ry — R%

f n—1 1
u:(ul,...,un_l) — Zuk-‘rf
1 Pn

Il s’agit de prouver que la fonction f admet n comme
minimum global.

L’ensemble de définition de f étant un ouvert, dans
un premier temps on cherche les points critiques de f.
Pour i € [1,n — 1], on a

of
8ui

1

Ui Pn

(u) =0 <= 1-

Il s’ensuit que les u; sont tous égaux et valent wq,
donc u; = 1/u?"! et u; = 1. Finalement le seul point
critique de fest a = (1,...,1).

Posons H = Hy(a). Pour tout u € (R%)"~! et tout
(i,5) € [1,n — 1]? avec i # j, on a
0 f 2 o f

1
or e —
uZp,  Ou;u; Y

Us Uj Pn

Ou (U) -

7

donc
(1)
H =

(1) 2

Ecrivons H = I,,+J ot J la matrice remplie de 1. On
voit que H — I,, = J est de rang exactement 1, donc 1
est valeur propre d’ordre n — 1 de H. De plus, comme
la trace est la somme des valeurs propres comptées
avec leur multiplicité, si A est I'autre valeur propre
de HyonaTr(H)=2n=n—-1+ X, dou A=n+1.
Alors Sp(H) C R% et H € ;7T (R), ce qui entraine
que a est un minimum local de f. Comme c’est le
seul extrémum puisque ’on est sur un ouvert, c’est
donc un minimum global.

Finalement, pour tout «, f(u) > n. On en tire

I'inégalité de ’énoncé.
DEUXIEME METHODE. Posons y; = z;/®;+1 pour
i €[1,n—1] et y, = x,/x1. Alors, le produit des y;
vaut 1 et

T T T

e + L2 +o4 20 >n

Xro I3 X

1 + “e +

n

Cette derniere inégalité dit que la moyenne arithmé-
tique est supérieure a la moyenne géométrique, ce
qui est toujours vrai, et que I’on peut déduire de la
concavité du logarithme. Donc I'inégalité du départ
est vraie.
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Considérons l'espace E = Ry[X], muni du produit
scalaire usuel (P|Q) = fol P Q. Alors la borne infé-
rieure cherchée est le carré de la distance de X2 &
F =Ry[X].

Plutét que de chercher une base orthonormée de F/,
cherchons son orthogonal. En effet, puisque F' est un
hyperplan de E, F'* est une droite RN ot N est
normal a F.

Le polynéme N ne peut pas étre de degré inférieur
ou égal a 1, sinon il serait dans F'. Choisissons

N=X*+pX+q

EIVP17

11 est orthogonal & la base (1, X) de F, c’est-a-dire

(IIN)=0 donc T+3p+q=0;
(X|IN)=0 donc 1+3ip+ig=0.
Alorsp:—l,q:%etN:XQ—X—l—%.

L’intérét de ce choix est que 'on voit immédiate-
mentqueXzzN—&—X—%,oﬁX—éeF. Donc le
projeté orthogonal de X2 sur RN est N et le carré de
la distance de X2 a F est || N||? = -L=. En outre, cette
borne inférieure est atteinte pour ¢ = 1 et b = —

180"
g.
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172 ccp

Comme « > 0, lim,,_, 1o 1/n* = 0. Donc, en fai-
sant un développement limité, on a

="y _ =1 1
In (1 + no - no - In2a +o n2a
="
= T + 7y

ot 7, ~ —1/(2n%®). D’une part, la suite (1/n%) tend
vers 0 en décroissant, donc d’apres le théoreme spécial
des séries alternées, > (—1)"/n® converge. D’autre
part, > 1/n%® converge si et seulement si 2a > 1,
c’est-a-dire o > %, donc il en est de méme de ) 7y,.
Alors, la série initiale converge si et seulement si

1
o> 3.

2
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D’apres le théoreme des sommes de Riemann :

1 <« 1w ([ k)’
WDE”Z(H)
k=1 k=1

1
1
tPdt = ——

—_— .
p+1

n—4o0o 0
Commentaire. L’énoncé ne précise pas si p est entier
naturel ou pas. Si oui, la résolution est terminée. Si-
non, c’est toujours valide pour p € R car la fonction
t + tP est bien continue sur [0,1]. Et si p < 0, il
vaut mieux penser a une comparison série-intégrale :
a vous de jouer.

174 AM

Scindons la série entiére en ses parties paire et im-
paire, de rayons de convergence respectifs Ry et Ro.
Comme agpy2 = aazpt1 = afagy, pour tout z € C*,

2p+2
agpio 2P T

] _ B |2

agp 22P

et Ry =1/4/|af|. De méme, Ry = 1/1/|af]. Comme

la série du départ est la somme des deux, son rayon de
convergence vérifie R > R;. Mais Ry = Rs, donc on
ne peut pas encore conclure a ’égalité. Cependant, si
|z| > Ry, Y ag, 2%P diverge grossiérement, autrement
dit la suite (a2, 2%P) ne tend pas vers 0. Cette suite
est extraite de la suite (a, z™), qui ne tend donc pas
vers 0 non plus. Alors, R = Ry = Ry = 1//|af].

175 MT

RAYON DE CONVERGENCE. Soit f : z — In(1 + x),
de sorte que ap41 = f(an). Comme f(RY) = RY,
la suite (a,,) est bien définie. De plus, pour z > 0,
f(z) < x, donc any1 < a, et la suite (a,) décroit.
Comme elle est positive, elle converge vers une limite
¢ > 0. Par continuité de f, a la limite on a £ = f(¢),
donc ¢ = 0. Alors, on peut écrire a,1 = a, + o(ay),
ou encore an11/a, = 1+0(1) donc lim |ap4+1/an| =1
et d’apres la regle de d’Alembert, R = 1.

ETUDE AUX BORDS. Comme (a,) tend vers 0 en dé-
croissant, d’apres le critere spécial des séries alternées,
> (=1)™a, converge.

De plus, ani1 = ap, — 3 a2 + o(a?) donc
In(anti/an) ~ —% an. Mais lima, = 0 donc
limln(a,) = —oo. Or la suite (In(a,)) est de

méme nature que la série de terme général
In(ant1) — In(a,) = In(ans1/ay), done > a,, diverge.

ENSEMBLE DE DEFINITION. Finalement, la somme
est définie sur [—1,1].

176 AM

1. Etudions la continuité a l'aide des coordonnées
polaires :

f(pcos®, psinf) = p(cos® f — sin® f).
On voit que f(z,y) tend vers 0 = f(0,0) quand p
tend vers 0, donc f est continue en (0,0). Bien-siir,
d’apres les théoréemes généraux, f est de classe €°
sur R? \ {(0,0)}.
2. Etudions l'existence des dérivées partielles en (0, 0).
Par définition,

5 (00 =l == g =1
of _ o f0y) - f0,0)
A R R

Ensuite, sur R? \ {(0,0)}, les dérivées partielles de f
sont

ﬂ(x ) = 2t + 3222 + 2293
IS (22 + 42)2 ;
ﬂ(x y) = _y4 +32%y? + 223y
gy’ (22 +y?)?

Toujours avec les coordonnées polaires,

of
—(pcosb, psinb
5 P psin )
= cos® 0 4 3 cos? Osin® 0 + 2 cosfsin® 0,
et cette expression n’admet pas de limite quand p
tend vers 0. Ainsi, f n’est pas de classe €' sur R2.

177 MP17

GENERALITES. Dire que f est de classe €2 sur R?
signifie que les quatre dérivées partielles secondes
*f *f f ; >*f
822" 0z dy’ Oy dx ¢ Ay
sont définies et continues sur R2. Donc il est déja
nécessaire que les deux dérivées partielles premieres
le soient.
Par opérations usuelles, f est clairement de classe
€? sur R? \. {(0,0)}. De plus, en dérivant comme un
produit, pour tout (z,y) € R? \ {(0,0)},

af( ) ?—y? 227y o =y’
9 () = _9g2y L TY
ox YV TV e Ty V@22
6f xQ—yQ me2 ) .%‘2—3/2
= (x,y) = - — 22y’ 5 —
ay x?_‘_yZ .'132+y2 ($2+y2)2

DERIVEES PARTIELLES PREMIERES EN (0,0).

3|17
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Par définition, si elle existe,

of _ o [f@,0) = £(0,0)
%(0’0)—33% z—0 '
Or, pour x # 0,
f(.Z‘,O) _f(O’O) -0
x - )

0
existe et vaut 0. Ainsi, —f est définie

donc or (0,0) 3
x

ox

sur R2.

Sur le méme principe,

g(0,0) =0et of est aussi
définie sur R2. 9y

oy

DERIVEES PARTIELLES SECONDES CROISEES EN (0,0).
Si elles existent, ces dérivées sont

>’f _ of
8x8y(0’0) T oz (33/) (0.0)
B . of _of
i 2 (H o - o).
D*f L of of
srar00 = (o)~ Zoo).
Or, pour x # 0,
of of -
s (o -Foo) -1
et pour y # 0,
1 /0f of -
" (%(O,y) - %(070)) =-L
Ainsi,
>’f _ > f
Srop (00 =Lt 55-(0.0) =

Mais ces dérivées partielles sont distinctes, donc par
contraposition du théoreme de Schwarz, f n’est pas
de classe €2 sur R2.

178

Constatons que A% = 2 A — I3. Cela signifie le
polynéme (X — 1)? est annulateur de A.

MP

PUISSANCES POSITIVES. Soit P € R[X]. D’apres la
formule de Taylor appliquée en 1,

P Z P(k)

ott la somme est finie. Evaluons cette égalité en A :

— 1)k,

+oo

(k)

k=0
=P(1)I3+ P'(1)(A - I3),

(A—I3)*

car pour tout k > 2, (A — I3)* = 0. En particulier,

pour tout n € N,
A" =1"I3 +nl1"" (A~ I3)

=(1-n)Is+nA
1—n n n
=1 —2n 2n+1 2n
n -n 1—n

4

PUISSANCES NEGATIVES. D’abord, A est inversible
car A(2I3 — A) = I3, et A= = 213 — A. On re-
trouve 'expression précédente avec n = —1. Alors,
on imagine que pour tout n € N,

AT =(14n)l3 —nA.
Prouvons-le. On a
A"(1+n)I3 —nA)
={Us+n(A—13))(Is —n(A—1I3))
=I—n*(A— L) = I3,

ce qui prouve ’expression annoncée.

CONCLUSION. Pour tout n € Z,
1—n n n
A" =| —2n 2n+4+1 2n
n —n 1—n
179 CccP
1. Soit M = (mi;) i j)efo,n)? la matrice de ¢ dans la

base canonique de E. Pour j € [0,n],

i o,
(X + 1)) = Z(Z)X

=0
donc pour 0 < i < j < n, my; = (7), et sij <,
m;; = 0. Ainsi, M est triangulaire supérieure, et ses
colonnes sont les lignes du triangle de Pascal.
2. @ est inversible, car M n’a que des 1 sur la dia-
gonale, donc det(M) # 0. De plus, sa réciproque est
clairement définie par #~1(P)(X) = P(X — 1).

180
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EXISTENCE. Pour tout = € R, l'intégrale converge
car la fonction ¢t — cos(xt)/(e! + 1) est continue et
intégrable sur R, : en effet, pour tout ¢ > 0,

|cos(xt)|
et +1
CALCUL FORMEL. Voici un calcul formel. Soit z € R.

[T cos(xt)
f(JU) _/(; et(l—i—e_t)

T cos(@t) XN, ynn
:/ p Z( e mtdt

+oo +°° )
— Re </ n zwtftfnt dt)

+oo
Re(zm /0 —
n=0

—t
X

dt

+oo _ +oo
_ D" D)t
—RG(T; n—ix _gnz—f—x?'

JUSTIFICATION. Et maintenant, justifions le calcul.
Soit = € R fixé. Posons f, : t — (—1)" e tnt1=i2) 7]
s’agit de prouver que

LEmx

17
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Mais

+oo +oo 1
[ = [T et ma= L
0 0 n+1

Donc ) f0+°° | frn| diverge et le théoréme auquel on
pense ne s’applique pas.

Changeons de tactique. Pour N € N, notons
SN = Z;V:o fn. Alors les Sy sont continues sur Ry,
(Sn) converge simplement sur R vers

eiwt e—t

St
1+et

qui est continue sur R% . Enfin, on a la domination
suivante : pour tous ¢t € R} et N € N,

eft(lfiar:) (1 _ (71)N+1€7(N+1)t)
14+et

1Sn(t)] = <27’

)

ol t — e~ est continue et intégrable sur R?% . Alors,
le théoreme de convergence dominée s’applique : S
est intégrable sur R (ce que I'on savait déja), et I'on
peut écrire

lim SN:/ S.
N—+4o00 Ry Ry

Autrement dit, comme

/&SN:/R zNjfnzzN:A+fn7

+ n=0 n=0

on obtient ce que 1'on voulait :

+oo +o0
;/Rﬁ:/R S

+ n=0

181 MT
1. Soit M € M, (R). Comme P(A) =0,

& o B(M) = &(Tr(A) M — Tr(M) A)
= Tv(A)S(M) — Tr(M) S(A)
— Tr(A)B(M),

donc @? = Tr(A)P et le polynome P = X (X —Tr(A))
est annulateur de @. Ce polynéme est scindé a racines
simples car Tr(A) # 0, donc @ est diagonalisable.

2. De plus, les valeurs propres de @ sont parmi les
racines de P : Sp(®) C {0, Tr(A)}.

On a vu que ¢(A) = 0. Comme A # 0, c’est un
vecteur propre de @, donc 0 € Sp(P) et RA C Ey(P).

De méme, si Tr(M) = 0 alors (M) = Tr(A) M,
donc Tr(A) € Sp(®) et Ker Tr C Eqy(a) (D).

Ainsi, Sp(®) = {0, Tr(A)}.

Enfin, comme Tr(A) # 0, A ¢ Ker Tr, et comme
Ker Tr est un hyperplan de E, E = R A & Ker Tr.
Mais par ailleurs, £ = Eo(®?) @ Erya)(®). Donc les
inclusions précédentes sont des égalités : Fo(P) = RA
et ETr(A) (@) = Ker Tr.

182 CCP

. 7’ 7 — 2 )
L’idée est de décomposer e~*" en somme d’une série

et de permuter avec I'intégrale. Pour tout ¢ € [0, 1],

PR £2n

2 o T

e’ = Z( 1) o

n=0

En notant f, : t — (=1)"¢>"/n!, ||fn\|£)’1] = 1/n!
et > 1/n! converge, donc Y f,, converge normale-
ment donc uniformément sur [0,1]. Comme les f,
sont continues sur [0,1], on peut intégrer terme &
terme :

1 too th

1
—t? n
e " dt :/ (=) —dt
/0 0 nz::o n'
+oo n
- Z (=1) /1t2”dt
n!Jy

n=0
= T
— (2n+1)n!
L’intégrale est donc approchée par les sommes par-
tielles S,, de cette série alternée. En vertu du théoreme

spécial des séries alternées, le reste est majoré comme
suit : pour n € N,

1
(2n+3)(n+1)!
Comme on veut une valeur approchée a 1072 pres, il

suffit de choisir n tel que ce majorant soit inférieur a
10~3. En calculant les premiers termes, on trouve que

1 1 L
4= o5 <
1320

donc il suffit de prendre n = 4. Ainsi, & 103 pres,

|R,| <

M,

1
P~ S, =11l 11

/Oe dt =Sy =1-3+ 15 — 35 + 515 ~ 0,747.

En outre, comme la somme est encadrée par les

sommes partielles d’indices pairs et impairs, cette

approximation est & 1072 prés par exces.

183 CcCcP

CONVERGENCE SIMPLE. Pour 2 =0, on a f,(0) =0,
donc lim,,—, oo fr(0) = 0.
Soit z € ]0,1]. On a lim, 4o fn(z) = 0, car le
sinus est borné et I’exposant tend vers —oo.
Finalement, la suite de fonctions (f,) converge
simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle.

CONVERGENCE UNIFORME. On voit clairement que
fn(1/n?) —0 = e !sin1 ne tend pas vers 0, donc la
suite de fonctions (f,) ne converge pas uniformément
sur [0, 1].

CONVERGENCE UNIFORME SUR TOUT SEGMENT [a, 1]
oU a > 0. Soit @ > 0 : pour tout = € [a,1],
|fn(x)| < e ™" et ce majorant ne dépend pas de x et
tend vers 0, donc la suite de fonctions (f,,) converge
uniformément sur tout intervalle [a, 1] ou a > 0.

517
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CcCpP

1. Comme la trace est linéaire, f est un endomor-

phisme de E = M, (R).
2. Soit M € E. On a
M) = f(2Te(M)A) =
=4 Tr(M) Tr(A)A =
Ainsi, le polyndéme
X2 —2Tr(A)X = X (X —2Tr(A))
est annulateur de f. Comme Tr(A) # 0, ce polyndome

est scindé a racines simples et f est diagonalisable.

185

CccCP

1. Soient A # 0 et x # 0 tels que uov(x) = Azx. Alors,
vouow(x) = Av(z). Or v(z) # 0, sinon on aurait
uov(z) = 0. Cela entraine que v(x) est un vecteur
propre de vou associé a A. En particulier, A est valeur
propre de v o u.

2. Supposons E de dimension finie et 0 valeur propre
de wowv. Alors det(u ov) =0 donc

= det(v) det(u)
= det(u) det(v)

det(v o u)
=det(uow) =0
et 0 est valeur propre de v o u.

3.S0it Pe E:uov(P)=Petvou(P)=
donc Ker(uov) = {0g} et Ker(vou) =
s’ensuit que 0 ¢ Sp(u o v) mais 0 € Sp(v o u).

P —P(0)
Ro[X].

X]. I

186

TPE
1. Soit € R. Considérons la fonction

tfl’
et —1°

h:]0,4o0[ = R, t —

Par opérations usuelles, elle est continue sur ]0, 4o00].

Pour tout t € [1,+oof, h(t) <isioo € V% et
t — e t/2 est intégrable sur Ry, donc h lest sur
[1, 400l

Enfin, pour tout ¢ € 0, 1], h(t) ~40 1/t*7%. Or,
t — 1/t17% est intégrable sur |0, 1] si et seulement si
1—z < 1, c’est-a-dire x > 0. Donc h est intégrable
sur |0, 1] si et seulement si > 0.

Finalement, f est définie sur R .
2. Soit > 0. Voici un calcul formel que l'on jutifiera
ensuite.

CALCUL FORMEL.

+oo T +oo g —t
t tYe
dt = —dt
/ -1 /0 1—et
+oo £
(1) / t° Z(e’t)”dt
=1
“+oo 400
(2) = Z/ tTe "t dt
n=170
+o00 1 +o00
(3) = 7/ ue "du

—+o0
1
n=1
(5) =I(z+1){(z+1).
JUSTIFICATIONS. Voici les justifications des égalités
précédentes.

(1) Pour tout ¢t > 0, 0 < e~* < 1 donc la série géomé-
trique Zn>1 e~ converge et a pour somme

§ e—nt

(2) Pour tout n > 1, la fonction f, : t +— tTe "t
est positive et continue sur R;. De plus,
fn(t) €iospoo €2 et t — e7t/? est intégrable sur
Ry, donc f, lest aussi. D’apres (1), > f,, converge
simplement sur I et sa somme est h, qui est conti-
nue sur I. Pour valider la convergence de Y [} |fnl,
faisons le calcul qui valide (3).

—t

1—et

(3) Le changement de variable u = nt est bijectif
et ¢! de I dans I, et comme les f,, sont intégrables
sur I, on a

+o0 1 +oo
/0 fa(t)dt = W/o f1(u)du.

FIN DU (2). Ainsi, [;|f,] = C/n"t!, ot C ne dé-
pend pas den. Or z >0 doncz+1 > let > 1/n*H!
converge. Alors Y [} | fn| converge, et 'on peut per-
muter : (2) est justifiée.

(4) Comme z +1 >0,
—+o0
I'(z+1)= / D=t g,
0

(5) Par construction, ¢ est définie sur ]1, +oo[, donc
¢(z+1) a un sens.

187 MT

1. Une suite périodique est bornée, donc il existe
M > 0 tel que pour tout n € N, |a,| < M. Alors R
est supérieur au rayon de convergence de Y M 2",
quivaut 1: R > 1.

De plus, comme (a,,) est périodique et non nulle,
elle prend une méme valeur non nulle une infinité de
fois, donc elle ne tend pas vers 0. Alors > a,, diverge
et R <1.

Finalement, R = 1.

2. Soit p > 1 la période de (a,) : pour tout n € N,
Un4p = Gy. Pour tout z € D(0,1), notons

“+o0 p—1 “+o0
(2) = Zanz” = Zanz" + Zanz"
n=0 n=0 n=p
En posant n =m + p,

—+o0
Zan Zamﬂ)z +p—sza 2™ = 2PS(z).

n=p m=0

Ainsi Za 2"+ 2P S(2),
an z

d’ot S(z) = Ziso

S 1—p
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3. Pour tout n € N, |a, R"e'"?| = |a,|. Or (a,) ne
tend pas vers 0, donc 3" a, R"e? diverge grossicre-
ment.

188 CcCcP

1. Soit n € N*. La fonction f,, est continue sur R .
En outre, f,(z) ~z—0 1/n donc f, est prolongeable
par continuité en 0, donc elle est intégrable sur ]0, 1].
De plus, fn(?) €zt00 1/2% et z +— 1/22 est inté-
grable sur [1,+oo[ donc f,, aussi. Finalement, f,, est
intégrable sur R .

2. Pour n € N*| posons g,, = n f,,. Pour tout x > 0,
lim,, 400 gn(7) = 1/(1 + 22), donc la suite de fonc-
tions (g,) converge simplement sur R* vers la fonc-
tion g :  — 1/(1 + 2?). Les fonctions g, et g sont
continues sur R . Enfin, pour tout n € N* et tout
x>0,

|gn (@) =

x
B8 gw) < gta).
n

Or la fonction g est clairement intégrable sur R* , donc
elle constitue une domination valide. Alors d’apres le
théoréme de convergence dominée, les fonctions g,, et
g sont intégrables sur R* (on le savait déja), la suite
(un,) converge et

lim un/+oof(a:)dx
0

n—-+oo

™
5 .

189 CCP16

Clairement, ATA = I3 et A € O3(R). De plus,
sans difficulté,

-3
Ei(A) =R | -1
1

Alors I’endomorphisme f associé a A est une rota-
tion autour de cette droite, d’un certain angle 6. Or

Tr A =2cosf + 1 donc 6 = Arccos(—32).

190 MP

1. Posons E = R,[X]. En notant d : P — P’ la déri-
vation sur F, on voit que f = idg —d, donc c’est bien
un endomorphisme de F.

PREMIERE FACON. Dans la base canonique de E, f a
pour matrice

1 -1 (0)
1 -2
M = )
(0) 1 —-n
1

laquelle est de rang n + 1 donc f est bijective.

DEUXIEME FAGON. La dérivée (n + 1)-itme d’un
polynéme de E est nulle. Donc d**' = 0 et
(idg —f)" ™t = 0. Ainsi

idE+1§<”Zl)<—f)’“ =0

k=1

n+1 TL+].

t —HF) =idg.

e fo<z( FHen ) idp
k=1

Il s’ensuit que f est surjectif, donc bijectif puisque F

est de dimension finie.
2. Alors, si P— P = Q,

n+1
P=r@=y (") en@,
k=1
191 CCP

1. Soit « € R. Notons D(z) = det(A + z J). Ce dé-
terminant comporte des a + x sur la diagonale, des
b+ x au dessus et des ¢+ z au dessous :

a+z (b+x)
D(x) =
(c+x) a+x
Dans D(x), faisons les opérations suivantes, dans
Pordre ou elles apparaissent :

Oj — Cj — Cl, j e [[Q,Tl]],

L+ L,—14, 1€ [[2,77,]]
On élimine ainsi le z de tous les termes, sauf le
premier, a + x, qui ne change pas. Alors D(x) est
clairement un polyndéme en x de degré 1 : il existe
(o, B) € R? tels que pour tout x, D(z) = ax + .

2. Evaluons D en —b et —c.

a—b (0)

D(-b) = — (a—b)" = —ab+ B,
(c—0b) a—b
a—c (b—c)

D(—c) = =(a—c)" = —ac+ p.
(0) a—c

Ainsi, sachant que b # ¢,
det(A) =D(0) =8
_ bD(—c) —cD(-b)

b—c
b(a—c)" —c(a—b)"™
- b—c '
192 CCP
1. La matrice
0 1 1
AL, =1 ©0)
0 o1
1 .- 1 0

est de rang 3 et 3 < mn car n > 4. Ainsi, 1 € Spg(A).
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2. De plus, le sous-espace propre associé est
Ei(A) = Ker(A —I,,) et d’apres le théoréme du rang,
dim(Ey(A)) =n—rg(A—-1I1,) =n—3.

Les colonnes Cs a C,,_1 de A—1I,, sont égales, donc
pour tout j € [3,n— 1], C; — Cj_1 =0, donc

(0)

-1

ligne 7 — 1

(0)

Il y a n — 3 tels vecteurs, qui sont manifestement
indépendants, donc

€ E1(A).

n—1 (O)

Ei(A) =EPR *1

et < ligne j
]:
(0)

3. Sur le méme principe, on voit que rg(4) =n — 1,
donc 0 € Spg(A) et dim(Ey(A)) = 1. En outre, les
deux colonnes extrémes de A sont égales, donc

1 1
(0) | € Eo(A) et Eo(A) =R | (0)
-1 -1

Soit alors A ¢ {0, 1} une autre valeur propre éven-
tuelle de A, et soit X # 0 un vecteur propre associé :

X e E,\(A)
22:1 Tp = Az,
— Sz1+xz,=A—1Day, i€ [2,n—1],
Y ohey Tk = AT,

Comme A # 0 et A # 1,
X e E)\(A)

T1=1Tp, To=""+=Tp_1,
= 3w = Ay,

21+ xn = (A— 1)z,

T1 =1y, To=""+=Tp_1,
< 221+ (n—2)xs = Axq,
221 = (A — 1)y,

T1= 1Ty, To=""+=Typ_1,
221 = (A —1)zo,
A+ n—3)zy = A2y,

Tl =Tp, T2 = """ =Tpn-1,
2$1 = ()\ — 1)1’2,
2N +n—3)zs = A\ — 1) s,

Si o = 0, tous les x; sont nuls et X = 0, ce qui n’est
pas, donc x5 # 0. Alors la derniére équation devient
A2 —3)X —2(n —3) =0, dont les racines sont

_3+5 8n — 15

A
‘ 2

ou e = +1.

En passant, comme n > 4, 8n — 15 > 0. Les espaces
propres correspondants sont

Ao — 1
Ex.(A)=R| (2 |,e==1
Ao — 1

Commentaire. A est symétrique réelle donc elle est
diagonalisable. Alors certaines étapes de la résolution
auraient pu étre abrégées.

193 ENS

NOTATIONS. Pour alléger les écritures, utilisons des

notations fonctionnelles plutot que les évaluations des

fonctions en ¢. Ce ne sera pas toujours possible.

1. Comme X' = AX — X A, on voit que Tr(X’) = 0.
Par ailleurs, pour deux réels ty fixé et t # i,

T = () _ o (X0 = Xt)),

t—to t—to

D’une part, puisque X est € sur R,

X(t)— X(¢t
lim ()7(0) = X'(to).
t—to t — to
D’autre part, My (R) est de dimension finie, donc la
trace y est continue puisqu’elle est linéaire. Alors, par

composition des limites,
LT (D) — TH(X (1))

t—to t— to

= Tr(X'(t)) = 0.

Cela signifie que Tr(X) est dérivable sur R et que
Tr(X) = Tr(X’) = 0. Donc Tr(X) est constante.
On a
(X =XX'+X'X

=XAX-XA)+(AX-XA)X
=X?A- AX>

Sur le méme principe que précédemment, il s’ensuit

que Tr(X?) est constante.

Commentaire. Attention, (X?)" ne vaut peut-étre pas
2X X', car X et X' ne commutent peut-étre pas.

Par une récurrence immédiate, pour tout k € N*,
(XF)Y = AX* - XFA.
Commentaire. L’expression est encore valide en k = 0.

Comme plus haut, on en tire que Tr(X*) est
constante.

2. Notons X et u les valeurs propres complexes de X,
non nécessairement distinctes. Comme y x est scindé
sur C, on a donc

Tr(X) = A+ p et Tr(X?) =A% 4 42
Notons s = A+ p et p = Ap. Alors
S =N 2+ 2 0=\ + 1%+ 2p,
donc
Tr(X) = s et Tr(X?) = s* —2p.
Ainsi,

s=Tr(X) et p= - (Tr(X)* - Tr(X?)).

N =
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Comme Tr(X) et Tr(X?) sont constantes, cela en-
traine que s et p le sont, donc que \ et p aussi, car
ce sont les racines de

2

xx(x) =2 —sx+p.

3.

194 CCP

Nommons u,, le terme général.

Pour tout k € N, {/k = exp(Ink/k). Un étude
rapide montre que la fonction z — lnz/x est maxi-
male en e, donc ’\“/E est majorée par a = e'/¢. Alors
un, = 1/(na) et la série diverge.

195 CccP

Comme AAT = ATA, (AAT)P = AP (AT)P = 0.
Or AAT est symétrique réelle, donc elle est diago-
nalisable. Mais 0 est la seule valeur propre de AAT,
car c’est la seule racine de XP, qui est annulateur
de AAT. Donc AAT = 0. Alors Tr(AAT) = 0. On

reconnait le carré de la norme euclidienne usuelle
de A dans 91, (R). Donc A = 0.

196 CCP

1. D’aprés le cours, si deux séries Y u, et > v,
convergent absolument, pour tout A € R, la série
S"(Auy, + v,,) converge absolument aussi. De plus, ¢!
est clairement non vide. Donc c’est un sous-espace
vectoriel de I'espace des suites réelles.

2. La seule difficulté par rapport aux normes usuelles
définies sur R"”, est de prouver que les trois normes
sont bien définies.

La premiere ’est par nature, puisque ¢! est ’en-
semble des suites pour lesquelles la série converge
absolument.

Soit u € ¢'. Comme Y |u,| converge, la suite
(Jun|) tend vers 0. Alors, & partir d’un certain rang,
u2 < |up|, donc Y- uZ converge et ||ul|, est bien défi-
nie.

Enfin, nous venons de dire que (Juy,|) tend vers 0,
donc c’est une suite bornée : elle admet une borne
supérieure et ||ul| est bien définie.

Le reste des propriétés est une simple généralisa-
tion des normes vues en cours.

3. Considérons la suite u d’éléments de ¢' dont les
premiers termes sont les suites

Uug = (1,0, .. .),
u = (1,1,0,...),
us = (1,1,1,0,...),...

Il s’agit d'une suite de suites : u = (u,),>0 € (£1)N
oll pour tout p > 1, u, est la suite de ¢! définie par
u, =(1,...,1,0,...),

———
p+1 fois

ou encore up = (Up.n)nz0 avec

1 sin<
Yn 2 0, Up,n = . S
0 sinon.

Sans difficulté, pour tout p > 0,

l[upll o = sup [upn| =1,
n=0

3

et

+o00 p
luplly =D lupnl =Y 1=p+1.
n=0 n=0

Alors, il n’existe aucun a > 0 tel que
Vuelh, Jlull; <alluf.

Sinon, on aurait pour tout p > 0, [luyll; < o |luyl| .,
c’est-a-dire p + 1 < «, ce qui n’est pas. Cela signifie
que les normes 1 et oo ne sont pas équivalentes.

De méme, pour tout p > 0, ||lupll, = +/p +1, donc
pour les mémes raisons, les normes 2 et oo ne sont
pas équivalentes.

Enfin, introduisons v = (v,),>0 € (¢*)Y définie par

Vo = (1,0,...)7

1
v = <].,

50
11
Vg = <1,2,3,O,. >,
Alors
SN
ol = 32 g e oo
tandis que

loplly =

Donc comme plus haut, les normes 1 et 2 ne sont pas
équivalentes.

Commentaires.
La valeur connue de 72/6 n’est pas a connaitre :-)
J'imagine que '’examinateur avait prévu une indi-
cation (ou plusieurs)...

197 CCP

Nommons M la matrice donnée.

ANALYSE. Supposons que A existe. Comme A2 = M,
M est un polynéme en A, donc M et A commutent
et tout sous-espace propre de M est stable par A.

Clairement, Spg(M) = {1,2,3} et M est diagona-
lisable. Tout aussi clairement (hum!),

0 0
EB(M):R 0 ) EQ(M):R -1 )
1 1
-2
Ex(M)=R| 2
1

Alors M = PD P~ avec D = diag(1,2,3) et

2 0 0
P=| 2 -1 0
111
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Comme les sous-espaces propres de M sont des
droites et qu’elles sont stables par A, ce sont aussi des
droites propres de A. Du coup, A est aussi diagonali-
sable, et dans la méme base que M. Autrement dit, il
existe une matrice diagonale A telle que A = PAP~!.
Ainsi, A? = D et A = diag(+1, £v/2,+/3).

SYNTHESE. On vérifie sans peine que les matrices
Pdiag(:l:l;l:\/ﬁ,:t\/g)P_l conviennent.

198 Cs

1. Considérons une série réelle ) u, absolument
convergente. Alors, la suite (u,) tend vers 0, donc a
partir d’un certain rang, |u,| < 1 et 0 < u2 < |uy|.
Alors, par majoration, Y u2 converge.

2. Non, ¢a n’est plus vrai si la série > u,, est seule-

ment semi-convergente, comme on le voit en considé-
rant la série

199 Ccs
On a
un:(\/n+ _\/ﬁ)n/2
1 < 1
(Vn+ 1+ n)n/2 = 2n/2

Or la série 321/2"/2 converge comme série géomé-
trique de raison 1/4/2 € [0, 1] donc 3" u,, converge.

200 ENSEA
On a
u :exp(—lnnlnlnn):n_h‘l“":#
n plolnn

Comme limInlnn = +o00, a partir d’'un certain rang,
Inlnn > 2 donc u, < 1/n?, donc > u, converge.

201 ccp

D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, le poly-
néme caractéristique y 4 est annulateur de A. Comme
A € GL,(K), 0 ¢ Sp(A), donc x4(0) # 0. Alors, en

notant
n
XA = Z ar X"
k=0

onaag #0 et

n
0=xa(A) =agly + > ar A",
k=1

d’out

A (ZakAk_1> =—apl,
k=1

et

1 n—1
-1 § k
A = —; ak+1A .
0 k=0

202 MT

Nommons u I’endomorphisme canoniquement as-
socié & M. Il ’agit de trouver une base (e, e2, €3, €4)
de My 1 (R) dans laquelle la matrice de u est T.

Comme T est triangulaire, Sp(T) = {13,25}, o
chaque valeur propre est indexée par sa multiplicité.
Donc on doit avoir e; € Eq(u) et ez € Ea(u).

Déterminons le polynéme caractéristique de M.
Soit A € R. Comme M est triangulaire par blocs,

xu(\) = (=) det(M — \1y)

2-) 2 0 0
B 0 2-X 0 0
B R .
S A
] 2=x 2 ||i-x -3
- 0 2-X|| 3 3

=(2-2N)?1-)N)>~%

Ot l'on retrouve les valeurs propres attendues, ainsi
que leur multiplicité.
x

Soit X = S 9ﬁ471(R).

Y
z
t

XeE (M) < MX=X

T+ 2y =0
Yy =0

S
batiy—bz-i=0
—3T+3y+iz+3t=0

z=0, y=0
—
z+t=0

Donc F1(M) =Re; ot lon choisit par exemple,

0
. 0
L
-1
Avec la deuxiéme colonne de la matrice T, cher-
chons ey tel que u(es) = ley + les, ce que l'on
interpréte dans la base canonique par
x 0 z
Ml V= 94|Y
z 1 z
t -1 t
T+ 2y = 0
Yy =0
—

botdy-fo-jem 1

— 3T+ sy+iz+it=—1

z=0,y=0
<
z+t=-2
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Choisissons par exemple

0
. 0
7 o
—2
Avec une démarche analogue, on peut choisir
2 4
_ 0 t e, = 1
€3 = 1 et eq4 = 1
-1 0

Par construction, la matrice de u dans la base
(e1,€e2,e3,e4) est T. Donc M et T sont bien sem-
blables. Plus précisément,

M=pPTP!

avec

= =0 O
N O OO
== o N
O~

203 1IE

Nommons (e1, e, e3) la base canonique de R? et u
I’endomorphisme de R? canoniquement associé & A.
Nous cherchons une nouvelle base (¢1,¢e2,e3) de R?
dans laquelle la matrice de w soit T'. Alors on doit
avoir u(e1) = €1, u(ez) = €1 + &2 et u(eg) = —es.
En exprimant ces égalités vectorielles dans la base
(e1,€2,€3), en notant x;, y; et z; les coordonnées de ¢;
dans la base canonique, pour i € {1,2,3}, on résout

X1 X1
Al n =1 Y |,
Z1 Z1

d’ott 1 =0 et 4y; + 21 = 0, et 'on choisit

X1 O
vy | = 1
Z1 —4

De méme, on résout

€To 0 T
Al y2 | = L)+ |y,
22 —4 zZ2

d’oll zo = % et 4ys 4+ 2z = 0, et 'on choisit

1
i) 3
y2 | = 1
Z92 —4
Enfin, on résout
I3 I3
Alwys | == v |
Z3 Z3

d’ott z3 +y3 =0 et 2y3 4+ z3 = 0, et 'on choisit

I3 1
y3 | = -1
z3 2

Alors, on peut écrire A = PTP~! en posant

0o 3 1
P=( 1 1 -1
-4 -4 2

Il s’ensuit que A et T sont bien semblables.

204 CcCP
D’une part, comme A est symétrique,
Tr(AB) = Tr(A"B) = (A|B),
ot l'on reconnait le produit scalaire usuel de 9, (R).
Et d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
Tr(AB) < [|A] 18]
D’autre part, A étant symétrique réelle, elle est
diagonalisable, ainsi que A2. En notant (Mi)ieqi,ng les

valeurs propres de A, non nécessairement distinctes,
les valeurs propres de A2 sont ()‘%)ie[[l,n]] et l'on a

JA] = Tr(A?%) = > A2
=1

Mais 'on sait que les valeurs propres de A sont posi-
tives, donc

n 2 n n
(ZAZ) =D NI AN DN
i=1 i=1 i=1

i<j
———
>0

cest-a-dire || A||> < (Tr(A4))2, dou ||A] < Tr(A) car

Tr(A) =S A > 0.
=1

Le raisonnement est le méme pour B. Donc

Tr(AB) < Tr(A) Tr(B).

205 CCINP25

1. Par opérations usuelles, la fonction f est de classe
€ sur R? . {(0,0)}. En particulier, elle y est conti-
nue. En outre, en posant x = pcosf et y = psinb,
(z,y) tend vers (0,0) si et seulement si p tend vers 0.
De plus,

|f(pcost, psinf)| = plcosBhsinf| — 0,
p—0

c’est-a-dire lim, ) 0,0y f(x,y) = f(0,0). Cela signi-
fie que f est continue en (0,0). Finalement, f est
continue sur R2.

2. On a déja vu que f est de classe €' sur R2\.{(0,0)}.
Par symétrie des roles joués par x et y, étudions
seulement la dérivabilité par rapport a z. Pour tout

(z,y) # (0,0),
of y*
%(x,y) = @2+ y2)32°
Par ailleurs, pour tout h € R,

h h—0
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donc %(0,0) existe et vaut 0. Enfin, en utilisant
encore le changement de coordonnées polaires,

0

8—£(p cos @, psin ) = sin® 6.

Et l'on voit que si 'on choisit § = 7, cette dérivée
partielle vaut 1 et ne tend pas vers 0 quand p tend
vers 0. Cela signifie que % n’est pas continue en (0, 0)

donc f n’est pas de classe €' sur R2.

206 TPE

1. Comme deg(P) > 1, lim; |P| = 400, donc a
partir d’un certain rang, |P(n)| > 1. Donc & partir
de ce rang, |P(n)ay| = |ay|, donc R’ < R.

2. La famille donnée est échelonnée donc libre. Elle
contient p + 1 vecteurs : c’est une base de R,[X]. Il
s’ensuit que P se décompose dans cette base, sous la
forme

P k—1
P:a0+2ak H(X*]%
k=1  j=0
et pour tout n € N
P k—1
P(n) =ap + Zock. H(n 7)
k=1 7=0

Nous savons que f est de classe € sur |—R, R|
et que ses dérivées s’écrivent, pour tout k € N et tout
€ ]-R,R],

“+00 k—1
= 5 (H<n —j>) e

n=k \ j=0

En particulier, les séries entieres

k—1
> (H(ny‘))
n>k \ j=0

ont toutes pour rayon de convergence R. Donc,
puisque pour tout n € N,

P k—1
P(n)a, = agan + Zak ( H(n —j)) Qs

k=1 7=0

> P(n)a,x™ est somme de p séries entiéres de rayon
de convergence R, donc R’ > R. Ainsi, R’ = R.
Commentaire. D’apres le cours, on sait que les séries
entiéres Y a, ™ et > P(n)a,x™ ont méme rayon de
convergence. Mais ici, on demandait clairement de
refaire la (une) preuve.

Enfin, pour tout z € |- R, R[,

= ]:o
p +oo [ k—
= a0 f(x) +Z <akxk 3 ( <ny>>anxn k)
k=1 n=k \ j=0
p
= Zak$k f(k)(l“)
k=0

3. En écrivant

29n n n
n°2" +2 9 2
T R T
le rayon de convergence cherché est celui de 2“ "

qui est +o00, grace a une application rapide de la regle
de d’Alembert.
D’une part, pour tout x € R,

too n
f(l‘) — Z (2:;') _ 6236.

D’autre part, X?+1 = X (X —1)+ X + 1, donc pour
tout z € R,

g(z) = 2* f"(z) + z f'(2) + f(z)
= (42* + 22 +1)e*”

207 MT

Comme |e™] ~ e™, le rayon de convergence R cher-
ché est le méme que celui de la série entiére > e™ 2"
laquelle est géométrique et converge si et seulement
si ez| < 1, cest-a-dire |z| < 1, donc R =1

208 CCP

1. Comme f et g commutent, tout sous-espace propre
de I'un est stable par lautre. Ainsi, pour tout
A € Sp(f), Ex(f) est stable par g, donc ’endomor-
phisme induit g|| g, () est bien défini. De plus, il est
diagonalisable, comme restriction de g qui I’est. Donc
il existe une base de E,(f) constituée de vecteurs
propres pour ||z, (f), donc pour g. Mais ces vecteurs
sont aussi propres pour f, car ils sont non nuls et dans
E\(f). Enfin, f étant diagonalisable, E est somme
directe des E(f), donc en concaténant les bases pré-
cédentes, on ontient une base de E, constituée de
vecteurs propres a la fois pour f et g.

2. Soit M symétrique complexe. Comme M est sy-
métrique, R(M) et I(M) le sont aussi. Comme elles
sont réelles, elles sont donc diagonalisables. Si elles
commutent, elles admettent une base de vecteurs
propres commune. Donc il existe deux matrices dia-
gonales A et B et une matrice inversible P telles que
R(M)=PAP Yet I(M)=PBP~!. Alors
M =R(M)+il(M)=P(A+iB)P!,

ou A +iB est clairement diagonale, donc M est dia-
gonalisable.

209 ccP

1. Comme dim(R,[X]) = n + 1 et que la famille
B = (Pr)refo,n] contient n+ 1 polyndmes, pour mon-
trer qu’elle est une base, il suffit de montrer qu’elle
est libre.

Soient Ag, ..., A, des réels tels que
> MPr=0
k=0
c’est-a-dire
(1) M(1=X)"+ X1 —-X)"" 4.
+ A XM= X)X X" =0.

17
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En évaluant cette égalité en 1, on voit que A, = 0.
Alors

M(1=X)"+ XA -X)" 4.
F A2 X1 - X))+ N X (1 - X) =0.
En simplifiant par le polynéme 1 — X,
M =X)" X1 -X)" 2 4
F A2 X" 21 = X)F A X" =0,
On voit que l'on est ramené a la méme relation que
(1), ou lon a remplacé n par n — 1. Autrement dit,
une récurrence naturelle s’enclenche. Pour la terminer,
il reste a D'initialiser pour n = 0. Il est clair que le
polynome 1 = X%(1 — X)%~0 est une base de Ro[X].
Finalement, l'initialisation est valide, I’hérédité a

été validée précédemment, donc par récurrence sur n,
la famille % est bien une base de R, [X].

2. On voit que d’apres le bindéme de Newton,

—~(n _ —~(n ki1 yvyn—k
> () p=2(3)ra-»
k=0 k=0
=(X+1-X)"=1
En s’en inspirant, pour k € [0, n],
XF=xkX+1-Xx)""
n—k n—k . 4
:sz< , )XJ(I—X)”‘k‘J

i=o N 7

n—k k
— (n - )XkJrj(l _ X)n*(kJrj)
J

ou l'on a posé i = k+7j. Puisque £ est une base, cette
écriture est unique et il s’agit de la décomposition de
X% dans la base 4.

210 CCP

1. Soit X € M,, 1 (R). Comme X " AX est un nombre,
on peut écrire

XTAX =(X"TAX)T =XTATX = —XTAX,
donc XTAX =0.
2. Soit X € Ker(A + B) : d’une part
X" (A+B)X =0,

et d’autre part,
XT(A4+B)X=X"AX+X"BX=X"BX.
Ainsi, XTBX = 0, ce qui entraine que X = 0

car B € T (R). Alors Ker(A + B) = {0} et
A+ B € GL,(R).

211 ccp

212 CCP

1. La linéarité de u ne pose pas de probléme, grace a
celle de . Soit x # 0 dans E. Sachant que zg # 0,

u(z) =z <= ¢(z)=0.

Ainsi, 1 € Sp(u) et Ei(u) = Ker .

213 ccep

1. Voir le cours.

2. D’une part, comme A est symétrique réelle, elle
est diagonalisable et ses valeurs propres sont réelles.
D’autre part, le polynéme P = X3 44X —5 est annu-
lateur de A et avec la question 1, les valeurs propres
de A sont parmi les racines de P. Mais

P=(X—-1)(X?>+ X +5),

ou le trinbme ne s’annule pas sur R. Donc

Sp(A) ={1} et A=1,.

214 CCP16
215 CCP16
216 CCP17

1. Soit n € N avec n > 3. Etudions la fonction
fni Ry =R, 22— e —nax.

Elle est de classe €' sur R, et pour tout = > 0,
fl(x) = e* —n. On en déduit facilement le tableau
de variations suivant :

z |0 Inn +00
f(z) - 0 +
1 +00
f(x) N\ a
n(l—Inn)

D’apres ce tableau, f, admet une unique racine x,
sur ]0,Inn[ et une unique racine y, sur |lnn, +ool.
2. Soit n € N. Par définition, fy(z,) = 0 et
fnt+1(@ny1) = 0. De plus, 0 < z,, < lnn < Iln(n 4+ 1).
Comme €™ = nx,,

fn+1(x7L) = 6zn_(n+1)xn = -z, <0= fn+1($n+1)-

Or fn41 décroit strictement sur |0,In(n + 1)[, donc
Zp > Tpt1. La suite (z,) décroit strictement. Puis-
qu’elle est minorée, elle converge. Soit ¢ sa limite.
Alors la suite (e*») converge vers e’. Or x,, = e*" /n,
donc limxz,, =0 et £ = 0.

De méme, Inn < In(n + 1) < yp41. Comme
et = (n+ 1) Y1,

Jn(Wns1) = ¥ —nyn = yny1 > 0= fr(yn).

Or f, croit strictement sur |Inn,~+oo[, donc
Yn < Ynt1. La suite (y,) croit strictement, et tend
vers +00, car Inn < y,.
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3. D’apres ce qui précede, z, = e*"/n ~ 1/n car
T, — 0 et e — 1.
Posons z,, = 1/n + u,. Alors
1 efn — 1 Ty 1

Up = Ty — — = ~—~

n n n n

car, successivement, z,, — 0 donc e*» — 1 ~ x,,, puis
ZTp ~ 1/n. Ainsi,

1+1+ 1
Tph=—+—=4o0—=].
n n? n?

4. Soit € > 0. On a

fa((1+¢e)Inn) =eI*+m" _pn(1 4 e)lnn
=n'™ —n(l+¢e)lnn
=n(n®—(14+¢)lnn).
Comme ¢ > 0, n® > Inn, donc P'expression précé-
dente tend vers +oo, et a partir d’un certain rang,

elle est strictement positive. Par croissance de f,, sur
Inn, 4o, (1 +¢)lnn > y,.

217 CCP

1. La fonction f : [0,7] = R, &+ 1 — cosx est conti-
nue et croissante. De plus, d’apres le théoreme des
accroissements finis, pour tout z € [0, 7], il existe
c €10,z tel que f(x) — f(0) = = f'(c), c’est-a-dire
f(z) = zsine < x, car ¢ € 0,7, donc pour tout
n €N upr1 = f(up) < uy, et la suite (u,) décroit.
Comme elle est minorée, elle converge. Nommons ¢
sa limite. Comme f est continue sur [0, 7], f(£) = ¢,
donc ¢ = 0. Ainsi, la suite (u,) tend vers 0.

2.Siup = 0, pour tout n € N, w,, = 0 et > u,
converge.
Sinon, pour tout n € N, u, > 0. Sachant que
U, — 0, on a
Upt+1 1 — cos(uy)

Un Un

un/2 _un

U, 2

—-0<1,

donc d’apres la regle de d’Alembert, > u, converge.

218 CCP16

Soit € > 0. Pour n € N*, posons

1 n
Y,=-Y X.

Comme les X; sont d’espérance finie, Y,, 'est aussi
et par linéarité,

1 1<
E(Ya) =~ Y E(X) = - > i
i=1 i=1
Donc d’aprées 1’énoncé,

lim E(Y,) =p.

n—-+oo

Il existe un rang N € N* tel que pour tout n > N,

e
B —pl < 5.

14

Pour un tel n,

|Yn 7p‘ = |Yn - E(Yn) +E(Yn) 7p|
< |Yn - E(Yn)| + ‘E(Yn) _p|
donc
|Yn - E(Yn)l = ‘Yn _p| - IE(Yn) _p|
9
> 1Y, —pl —=.
Yo —pl =3
Ainsi,

Y, —p| >¢ <= |Yn7E(Yn)|>57%:%.

Autrement dit, en termes d’événements,

(Yo =pl >2) = (Vo = B > 5).

Donc
3
PV, —pl > &) = P ([Ya = B(V,)| > 2).

Gréce a l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

V(Ya)

(e/2)*
Bien-siir, les X; admettent une variance, donc Y,

aussi. D’apres les propriétés de la variance et sachant
que les X; sont indépendantes,

V(v = <1zx> _ly (ZX)

= %ZV(X’L) = %Zpi(l - pi)
i=1

=1

P ([¥a— B > 5) <

1 — 1
nggp - (Yn)

Ainsi,

P(|Yn _p| > 5) < E(Yn)

ne?
Comme la suite (E(Y},,)) converge, elle est bornée.
Donc ce majorant tend vers 0 avec n. Et comme une
probabilité est positive, d’apres le théoréme d’enca-
drement on en tire que

lim P(|Y, —p|>¢e) =0,

n—-+oo

ce que 'on voulait.

219 CCP
1. Par hypothese, Cov(X,Y) = 0. Or Cov(X,Y)
=FEXY)-EX)E(Y),donc E(XY)=E(X)E(Y).
D’une part,

E(X)E(Y)=pqg=P(X=1)P(Y =1).
D’autre part, XY =0déesque X =0ouY =0, et
XY =1 seulement si X =1et Y =1. Donc

EXY)=0-P(XY=0)+1-P(XY =1)
=0-(P(X=0,Y=0)+P(X=0,Y=1)
+P(X=1,Y=0)+1-P(X=1,Y=1)
=P(X=1LY=1).
Dot P(X=1,Y=1)=PX=1)Q(X =1).

17
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2. Déterminons la loi conjointe du couple (X, Y). Avec
ce qui précede,

P(XY=1)=PX=1Y=1)=npgq

En outre,

PXY=0=1-P(XY=1)=1-pgq,
mais aussi

PXY=0=PX=0Y=0)+P(X=0,Y=1)

+P(X=1Y=0).

Or, d’apres la loi marginale de X,
P(X=0,Y=0+P(X=0,Y=1)
=PX=0)=1-p.

Donc

P(X=1Y=0)=1-pg—(1-p)=p(l—q)
=P(X=1)P(Y =0).

En regroupant les termes différemment et avec la loi
marginale de Y, on a également

P(XY=0)=P(X=0,Y =1)
+ P(X=0,Y=0)+P(X=1,Y=0)
=P(X=0Y =1)+P(Y =0),

PX=0Y=1)=1-pg—(1-q)=q(1-p)
=P(X=0)P(Y =1).

Enfin,

P(X=0Y=0)=1-P(X=1,Y =0)
_P(X=0Y=1)-P(X=1Y =1)

=1-p(l—q)—q(l—p)—pg
=l-p-q+pg=(1-p)(1-q)
=P(X =0)P(Y =0).

Finalement, pour tout (i, ) € {0,1}2,
P(X=4Y=j)=PX=9)PY =),

donc X et Y sont indépendantes.

220 CCP17

Le systéme différentiel s’écrit X’ = AX ou

x 0o 1 -1
X=|y]|] etA=1| -2 1 -1
z -2 3 1
Diagonalisons A : sans difficulté, A = PDP~! avec
-1 1+¢ 11—
P= 0 2 —21 et D = diag(2, 214, —21).

2 2 2
Alors
X' =AX < X' =PDP'X
«— P 'X'=DP'X.
Posons Y = P71 X, ou encore X = PY. Comme P
est constante, P~! ’est donc Y/ = P~1X’. Alors
X' =AX <Y =DY.

Commentaire. Cela revient a faire un changement de
base pour simplifier le systeme différentiel.

Y1
Posons Y = | 92 |. On a
Ys
/
Y1 =20
Y' =DY <= yb =2iys
Yy = —2iys
Yy =0 e’
e L
ys = age "
221 ccp

1. Comme M et M T commutent, on a

S22 = (MTM)? = (MT)2M?
= (*412)T(*412) =161,.

Ainsi, le polynéme X? — 16 est annulateur de S.

De plus, (1 9)2 = I,. Or S € %(R), donc il
existe P € O(2) et D = diag(£1,+1) telles que
%S = PDPT. Mais si \ est valeur propre de iS et

X # 0 un vecteur propre associé, on a d’une part,
XTE9HX=X"AX=)X"X,

et d’autre part,

X'TE9)X=X"EM"EMX
=AMxX)TEMX).
Donc
- GMX)T(3MX)
XTX '
o A MX)TAMX) = |[ZMX|P > 0 et

XTX = || X|* > 0 car X # 0. Donc A > 0. Alors
D=1et %S =I5, d’ou (%M)T(%M) =1 et %M
est orthogonale.

2. Alors, il existe 6 € R tel que

14, _ [cost —sind 1., _ (cosf sinf

2 M = (Sine 0089> ou 3 M = <sin9 —cosf ) -
Dans le premier cas,

L e ((cos(26) —sin(26) _
(3M)* = (sin(ze) 608(29)> —

donc 260 =0 [27], d'ou § = 0 [r] et $ M = +I5, donc
M=+21,.
Dans le second cas, on a toujours (%]\4)2 =I.
Finalement, les matrices convenables sont

cosf) sinf

+21 et 2 (sin@ —cosf

), ou f € R.
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222 CCP

1. Tout polynéme annulateur de A admet les valeurs
propres de A comme racines. Si A admet trois valeurs
propres distinctes, il ne peut exister aucun polynéme
annulateur de A de degré inférieur ou égal a 2, sauf
le polynéme nul bien-siir.

On voit que —1 est valeur propre évidente de A,
car il est seul sur la diagonale dans la troisieme co-
lonne de A. Comme A est triangulaire par blocs, ses
autres valeurs propres sont valeurs propres du bloc

(4 o)

dont le polyndme caractéristique est 22 — x + 1, qui
admet deux racines complexes conjuguées distinctes.

2. Ainsi, pour tout x € R,
xa@)=(z+1)(z? —2z+1) =23+ 1.

D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, x4 (A4) = 0,
donc A3 + I3 = 0. Cela entraine que A est inversible
et A7l = —A2,

3. On I’a dit, les polynémes annulateurs de A doivent
avoir les valeurs propres de A comme racines. Comme
elles sont simples, ces polynémes doivent étre mul-
tiples de x 4. L’ensemble des polyndémes annulateurs
est donc ’ensemble des multiples de x 4.

[223] MP17
[224] MP17
[225] MP17
226 MP17

Considérons les racines troisiémes de 'unité, 1, j
et j2. En développant par le binéme de Newton,

(1+1)" = i(;) 1P,

p=1
" /n

<1+j)":Z( )-jp,
p=1 p
" /n

e =y (1)-
p=1 p

donc en sommant, sachant que 1 4+ j = €™/ et

1+J2 = e_i‘n'/?’7
n
2" 4 niT/3 y emmin/3 — Z(n)(lp 4P+ 2P).
—\»p
=
Sip=3koukeN, j»=j3=1e¢et 2 =%k =1,
donc
1P 4+ jP + %P = 3.
Deplus,sip=3k+1loukeN, jP=43%.j=7et

J27 = j°F - j2 = j?2, donc

P40+ =14j+j% =0

De méme, si p = 3k+2 ot k € N, j» = j2 et
%P = j* = j, donc

PP+ =147+ =0

Alors
LnZ/BJ( " ) = 1 (2" + 2 cos (M))
= 3k 3 3 '
227 MP18

Le coefficient 2 est seul sur la diagonale dans la
premiere colonne de B, donc c’est une valeur propre
évidente de B. Mais det(A — 213) = 24 # 0, donc 2
n’est pas valeur propre de A. Alors A et B ne sont
pas semblables.

Commentaires.

On voit que Tr(A) = Tr(B) = 5 et det(A)
= det(B) = 4. Mais cela ne suffit pas a conclure.

Si 2 avait été valeur propre de A, on n’aurait pas
pour autant pu conclure que A et B sont semblables.

228 CCP18

229 CCP18

1. ENDOMORPHISME. ¢ est clairement linéaire, grace
a la linéarité a gauche du produit scalaire. Et bien-str,
pour tout z € E, ¢(x) € E. Donc ¢ € £(E).

Novau. Soit z € E. Sachant que (a,b) est libre,
x € Ker¢p < (x,b)a+ (x,a) b= 0g
<~ (z,b) =0et (z,a) =0
<z Lbetx La.
Ainsi, Ker ¢ = a* Nbt.
IMAGE. Pour tout = € F, clairement,
o(x) = (x,b) a + (x,a) b € Vect(a,b),
donc Im¢ C Vect(a,b). Or a* et b* sont deux hy-
perplans de E, non confondus car a et b ne sont pas
colinéaires. Alors dim(Ker ¢) = n — 2, donc avec le
théoréme du rang rg ¢ = 2, d’ott Im ¢ = Vect(a, b).
Commentaire. Comme (a, b) est libre, n > 2.
2. VALEURS PROPRES. Avec la question précédente,
Im ¢ 1 Ker ¢, donc avec le théoreme du rang
E =Ker¢ ®Im .

Considérons une base de E adaptée a cette somme
directe, en choisissant (a,b) comme base de Im ¢.
Comme

¢(a) = (a,b) a+ ||al* b,
¢(b) = |Ibl|* a + (a, b) b,

dans cette base, la matrice de ¢ s’écrit par blocs

On—2  Op—22 N (a,b) bl
’ A= ’ .
(0 4 ) > ( lall®  {a,0)
On voit que 0 est valeur propre de ¢, de multiplicité

au moins n — 2. Les autres valeurs propres de ¢ sont
celles de A.
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Commentaire. Sin = 2, Ker ¢ = {0g} et 0 n’est pas
valeur propre de ¢.
Pour t € R,

xa(t) =% — Tr(A)t + det(A)

= 1* = 2(a,b) t + (a,0)* — [|a]* ||b]|”

= (t = (a,b))* = [la]l* [|BI|*

= (t=(a,0) = llallIo1) (= (@, 5) + lall ] .
Donc les valeurs propres de A sont

A= (a,b) — [[alll|b]] et = (a,b) + [[all[|b]-
Par ailleurs, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
A= (a,0)”  [lal]* [|bl|* < 0.

L’inégalité est stricte car (a, b) est libre. Donc ces deux

valeurs propres sont distinctes et de signes contraires.

Finalement,
Spd) = {0n727 )\1a ,LL1} )

en indexant les valeurs propres par leurs multiplicités.

DIAGONALISABILITE. Comme A admet deux valeurs

propres distinctes, elle est diagonalisable, donc ¢ I'est.

CARACTERE SYMETRIQUE. Soient x et y dans E.
(9(z),y) = (2,0) (a,y) + (z,a) (b,y)
et (z,0(y)) = (y,b) (z,a) + (y,a) (z,b)
= (¢(x), ),

donc ¢ est bien un endomorphisme symétrique de F.

230 CCP18

1. Procédons par récurrence.
Clairement, comme BY =T, on a

ABY'=A=B%A+0-1,),
et la propriété est initialisée pour k = 0.
Supposons que pour un k € N, on ait
AB* = B¥(A+k1,).
Alors, sachant que AB = BA+ B,
AB"!' = (AB*)B=B*(A+kI,)B
= B*(AB+kB)=DB"*(BA+B+kB)
=B"" A+ (k+1)1,),
et la propriété se transmet au rang k + 1.
D’apres le principe de récurrence, la propriété est
vraie pour tout k € N.

2. Supposons par 'absurde que det(B) # 0. Alors
pour tout k € N,

det(B*) = (det B)* # 0.
Ainsi, B¥ est inversible et

A=BY(A+kI,)B7"
Donc A et A + kI, sont semblables, d’ou

det(A) = det(A+ k1),
ou encore,

xa(0) = xa(=Fk).
Ainsi, le polynome x4 — x4(0) admet une infinité de
racines, c’est le polynéme nul. Mais c¢’est impossible
car xa est unitaire.
Finalement, det(B) = 0.

VARIANTE. Disons la méme chose, mais différemment.
Considérons 'application

wa: M, (R) - M, (R), M - AM — M A.
On a prouvé précédemment que pour tout k € N,
AB¥ — B*A = L B*,
autrement dit que
pa(B*) = kB".

Si pour tout k € N, B* +# Oon,, (r), alors B est
vecteur propre de ¢ 4, donc k est valeur propre de ¢ 4.
C’est impossible car le spectre de ¢ 4 est fini puisque
M, (R) est de dimension finie.

Il existe donc k € N tel que B* = Ogn,, (r)- Alors

0 = det(B*) = (det B)*
donc det B = 0.
231 CSs18

CONVENTION. Pour faciliter les écritures, confondons
volontairement R" et 9, 1 (R).
1. Par définition, Ex C 9, (R).

Bien-siir X est vecteur propre de la matrice nulle
donc Oy, (r) € Ex et Ex # @.

Soient A et B dans Ex et A € R. 1l existe « et 8
dans R tels que AX =aX et BX = X. Alors

(A+AB)X = (a+ \B) X.

Comme X n’est pas nul, cela signifie que X est vec-
teur propre de A+ AB, donc A+ \AB € Ex.

Finalement, E'x est un sous-espace vectoriel de
M, (R), donc c’est un espace vectoriel.

2. Complétons X en une base & de R".

Soit M € Ex. Comme X est vecteur propre de M,
il existe A € R tel que ’endomorphisme canonique-
ment associé a M admette dans la base & la matrice

par blocs
A L
0 N/’

oul € Dﬁlm,l(R) et N € Dﬁn,l(R)

Plus précisément, nommons P la matrice de pas-
sage de la base canonique de R™ a la base %. Pour
tout M € Eyx, il existe un unique

()\, L,N) € R x ml,n—l(R) X ,‘Jﬁn_l(R)

tel que
(N LY o
MP(0 N>P .

Réciproquement, toute matrice de cette forme est
clairement dans Fx. Autrement dit, 'application

d:Rx ml’n,1(R) X Emn,l(]R) — FEx

définie par

&((\,L,N)) =P (3 ﬁ) P!

est un isomorphisme : le caractere bijectif vient d’étre
établi, et le caractere linéaire ne pose pas de difficulté.
Alors

dim(Ey) = dim(R x My, (R) x M,,_1(R))
=14+ (n—-1)+(n—1)>

=n®>—n+1.
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