
Dixième feuille d’exercices

Permutations de limites

86 CCP

1. Montrer la définition et la continuité sur R∗
+ de

S : x 7→
+∞∑
n=1

(−1)n

1 + n2 x2 .

2. Y est-elle intégrable ?

87 CCP

1. Étudier l’existence de In =
∫ +∞

0

t − tn

1 + t2n
dt.

2. Trouver lim
n→+∞

In.

88 CS

1. Étudier la convergence sur [0, π
2 ] de la suite des

fonctions fn : x 7→ cosn(x) sin(x).
2. On pose gn = nfn. Étudier la suite (

∫ π/2
0 gn).

3. Que dire de la suite de fonctions (gn) ?

89 CCP

Pour n ∈ N∗ et x ∈ [0, +∞[, on pose

fn(x) = xn e−x

n! .

1. Montrer que la suite de fonctions (fn) converge
simplement sur [0, +∞[.
2. Converge-t-elle uniformément ?
3. Montrer que fn est intégrable sur [0, +∞[.

4. Calculer lim
n→+∞

∫ +∞

0
fn.

90 CCP

1. Pour tout t ∈ [0, π
2 ], montrer que 2

π t ⩽ sin t.
2. Étudier la convergence simple sur R+ de la suite
des fonctions

fn : x 7→


(

1 − sin x

n

)n

si 0 ⩽ x ⩽
nπ

2 ,

0 si x >
nπ

2 .

3. Déterminer lim
n→+∞

∫ +∞

0
fn(t)dt.

91 CCP

Étudier la convergence des suites (In)n⩾0 et
(4n In)n⩾0 où In =

∫ 1
0 xn (1 − x)n dx.

92 CCINP25

Soit une série
∑

an absolument convergente.

1. Déterminer le rayon de convergence de
∑ an

n! xn.
On note f sa somme.

2. Montrer que
∫ +∞

0
f(t)e−t dt =

+∞∑
n=0

an.

93 CCINP25

Considérons la série de fonctions
∑

n⩾1 un où

∀n ∈ N∗, ∀x ∈ [0, 1], un(x) = ln
(

1 + x

n

)
− x

n
.

Si cela a un sens, on pose f =
+∞∑
n=1

un.

1. Étudier la classe C 1 de f sur [0, 1].

2. Calculer f ′(1).

94 MP

Justifier l’existence de
∫ 1

0 e−t ln tdt et en donner
une valeur approchée rationnelle à 10−3 près.

95 CCP18

Calculer
∫ +∞

0

x2

ex − 1 dx.
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