Onzieme feuille d’exercices

ESPACES VECTORIELS NORMES

(96] ccp

On note 2 I'ensemble des suites réelles o = ()
telles que la série Y a2 converge et on admet que

+oo
lafl = | > a2
n=0

définit une norme euclidienne sur ¢2.

1. Montrer que, dans R, |ab| < % (a® + b?) et en
déduire que £? est un R-espace vectoriel.

2. Soit « € £2. Pour tout n € N*, on pose

S$n i R—=R, z— sin(nz).

Montrer que la série de fonctions > av, s, /n converge
normalement sur R. Montrer la continuité sur R de
la somme

3. Montrer que la fonction ¢ : a — ¢(«) est linéaire.

Pour p > 1, calculer f[o 1 5p () et en déduire que
¢ est injective sur £2.

4. Montrer que pour tout a € ¢2, p(a) est bornée
sur R.

5. Montrer qu’il existe k € R tel que
le(@)lls < kel

On pourra utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

[97]

Considérons le segment I = [0,1] et ensemble
E={fe®¢" (I,R)] f(0) =0}.
1. Montrer que F est un espace vectoriel.
2. Pour f € E, on pose

Ni(f) = supy|f+f'| et Nao(f) = sup;|f[+ sups|f'].

Montrer que Ny et Ny sont deux normes sur E.

3. Montrer qu’elles sont équivalentes. Indication : si
f € E, considérer lapplication g : x — e* f(x).

(98] CCINP19
Soit E = M,,(K) muni d’une norme ||-|| telle que

(4, B) € M, (K)?, |AB| < | A]ll|B]|
Soit A € F telle que ||A]| < 1. Pour tout p € N, on
pose S, = > ¥ _, A",
1. Montrer que la suite (A*);>( converge vers 0.

2. Montrer que la série Zk>0||Ak|| converge. On ad-
met qu’alors, la suite (Sp),>0 converge et I’on note S
sa limite.

3. Montrer que la fonction f : M > (I, — A) M est
continue.

4. Calculer (I, — A)S,. Que conclure ?

[99] ccp

Pour toute matrice X = (z;) de M, 1(C), on pose

NOO(X) =

ax |z;
1<i<n
Pour toute matrice A = (a;;) de M,,(C), on pose

p— n ..
My = llg?gn Zj:l |ai]-

1. Montrer que pour tout X € M, 1(C),
Nao(AX) < My Noo(X).

2. Montrer que I’ensemble

Noo(AX)
— | X
{ Noo(X) ‘ €M, 1(C) ~ {0}}
posséde une borne supérieure dans R.
3. On pose
]\NTOO(A) = sup 7N°°(AX)

xem,, (©~f0p Noo(X)

Montrer que Nug(A) < My.
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