Corrigés des exercices de la onzieme feuille
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1. Raisonnons par équivalence. Soit (a,b) € R? :
lab] < % (a® +b%) <= a® —2]ab| +b* >0
<= (la| —[p])?

Cette derniere inégalité est toujours vraie, donc celle
du départ I'est aussi.

Montrons que #2 est un sous-espace vectoriel de
I'espace des suites réelles RY. Bien-siir, 2 C RY et
0?2 # @ car la suite nulle est dans ¢2.

Soient « et 8 deux suites de £2 et A dans R. Soit
ne€N: (an+ABn)?% = a2 +2 a, B + A2 2. Dapres
la majoration précédente, 2, 3, < o2 + 2, d’'ou
(an +ABn)% < (1+A) (a2 + AB2). Comme les sé-
ries Y_ a2 et Y 52 convergent, la série (a2 + A 32)
converge comme combinaison linéaire de séries conver-
gentes et > (a, + A f(,)? converge par majoration.
Donc a + AB € £2 et ¢2 est stable par combinaison
linéaire.

Ainsi, £? est bien un espace vectoriel.

2. Soit a € /2. Pour n € N*, notons s,, : x + sin(nz)
et b, = ay/n de sorte que 'on étudie la série de
fonctions Y by, s,. Comme on travaille sur R et qu’il
n’y a pas d’ambigiiité, notons |- au lieu de [|-||% .
On a
b sulloo = bul = 220 < 302 4 1/n2)
n

La série > a2 converge car a € (2 la série Y 1/n?
converge comme série de Riemann avec 2 > 1; donc
la série Y. 1 (a2 4+ 1/n?) converge; alors la série
>71br Snlleo converge, ce qui signifie que la série de
fonctions Y by, s, converge normalement sur R.

Comme les fonction b, s,, sont continues sur R
et que la série de fonctions Y b, s, converge nor-
malement donc uniformément sur R, la somme
p(a) =372 by sy, est continue sur R.

3. La linéarité de ¢ ne pose pas de difficulté.
Soit p € N*. On a

T +oo +oo T
/ sppla / ansnsp=an/ Sn Sp-
n=1 n=1 0

Cette permutation est permise car la série de fonctions
> by Sp sp converge normalement donc uniformément
sur le segment [0, 7], pour les mémes raisons que dans
la question précédente. En outre, pour n > 1,

/7T sin(nt) sin(pt) dt
0

= % /Oﬁ(cos((n —p)t) —cos((n+p)t))dt

_{0

sin#p
sin=p.

Donc/ spp(a) = sz.
0 2

Si pour a € £2, p(a) = 0, alors pour tout p € N*,
b, = 0 c’est-a-dire oy, = 0 donc a = 0. Ainsi, ¢ est
injective.
4. Soit a € £2. On I'a vu, la fonction ¢(«) est conti-
nue sur R, donc elle est bornée sur le segment [0, 27].
De plus, elle est clairement 2 m-périodique, comme
somme de fonctions qui le sont. Donc elle est bornée
sur R.

5. Soit @ € 2. On a

+oo
lo(@)lloo = Zb Sn gZanSnHoo
n=1
|Oé I +oo +oo
-3l S S
n=1 n=1

= 1 2 T
or 3" — =" done p(a)]|e < = Il
—n 6 V6
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1. E est un espace vectoriel car c’est le noyau de la
forme linéaire  : €1 (I,R) = R, f+ £(0).

2. Comme f, ' et f+ f’ sont continues sur I, on
voit que

Ni(f) = IIf + [l et No(f) = [ flloo + 1/ loo>

en reconnaissant la norme usuelle ||-||o, des fonctions
continues sur le segment /. La vérification que N7 et
N3 sont des normes est alors immédiate. Précisons
que si Ni(f) =0, f+ f' =0, mais comme f(0) =0,
la seule solution de ce probleme de Cauchy est f = 0.
3. Soit f € E.

On sait déja que [[f + f'lloc < [[flloc + [If lloos
c’est-a-dire que N1 (f) < Na(f).

En outre, pourmEI g (x) = e* (f(z) + f'(z))
done |g'(@)] = ¢* |£(x) + F/(x)| < & Ni(f). Alors

1 ()] = |g(z) — 9(0)] / ' g'(t)dt‘
< [wiar< [Temmar= @ -nm).

d'ou [f(z)] < (1 —e ) Ni(f) < D N1(f) et
[flloe < (L= e ") Ni(f).

D’autre part,

[f'(@)] = 1f' () + f(z) — f(2)]
< (@) + f@)] + | ()]
<SN(f) + (1 —e ) Nu(f)

et [|f'lloo < (2—e™!) Nu(f).

Alors, Na(f) < (3 —2e DNy (f).

Finalement, les normes N et N’ sont équivalentes.
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1. Pour tout k € N, ||A¥|| < ||A||*. Or ||A| < 1, donc
lim|| A¥|| = 0, c’est-a-dire lim A* = 0.

2. Pour la méme raison, ||A*|| < ||Al*, et Y| A|*

converge comme série géométrique de raison ||Al| < 1.

Donc par majoration, >_||A¥| converge.

3. La fonction f est linéaire, donc elle est continue,
puisque E est de dimension finie.

4.0n a (I, — A)S, = I, — AP*1. Comme (AP)
converge vers 0, lim(I, — AP™1) = I,. En outre,
(I, — A)Sp, = f(Sp); f est continue; et lim S, = S;
donc par caractérisation séquentielle de la limite,
lim f(Sp) = f(S). Ainsi, & la limite, (I, — A)S = I,.
Cela signifie que I,, — A est inversible, et que son
inverse est (I, — A)~t = S.
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1. Soient X € M,,1(C) et i € [1,n].

n n
D aa| < lai] |z
j=1 j=1

CcCP

[(AX)i =

2

2

n n
<Y laij| Noo(X) = Noo(X) Y lasy|
Jj=1 j=1
< Noo(X) M.
Donc maxiicn|(AX)i| < Noo(X) My. Ainsi,
VX € M, 1(C), Noo(AX) < Mg Ny(X).

2. Il s’ensuit que ’ensemble de 1’énoncé, évidemment
non vide, est majoré (par M4) donc il admet une
borne supérieure.

3. D’apres 1, pour tout X # 0 dans 9, 1(C),

N (AX)
N (X)) S My,
donc
Noo(AX)
u < My,
Y No(x) S
d’ou



