Corrigés des exercices de la treizieme feuille
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1. Comme G; = Vect(z ~ z) et Ga = Vect(z — z?), ce sont
bien des sous-espaces vectoriels de F, plus précisément, des
droites vectorielles.

L’application ¢ : E — R, f + f(1) est une forme linéaire
non nulle et F' = Ker ¢, donc F' est un sous-espace vectoriel
de FE, plus précisément un hyperplan.

2. Voici deux preuves.

A LA MAIN. Raisonnons par analyse-synthése pour prouver
que E = F & G4, la preuve étant analogue pour l'autre
somme directe. Soit h € E.

Analyse. Si 'on peut écrire h = f 4+ g ot (f,g) € F x G1,
alors h(1) = f(1) + g(1) = g(1). Or il existe a € R tel que
g = aidr donc g(1) = a. Ainsi, a = h(1) et f = h — h(1) idg.

Synthése. Posons g = h(1)idg et f = h — h(1)idr. Clai-
rement, g € G1 et comme f(1) = h(1) — h(1) =0, f € F.
Enfin par construction, h = f + g.

Conclusion. Tout h € E se décompose de fagon unique
sous la forme h = f+gou (f,g9) € F X Gy donc E = F ® G1.

HYPERPLANS. On a vu que F est un hyperplan de E. Or

idr ¢ F donc d’apres le cours, E = F @ Ridg. De méme, la
fonction x — z2 n’est pas dans F' donc E = F & Ga.
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1. On voit que G = AR[X] ott A = (X — 1)>. On sait que
c’est un sous-espace vectoriel de E et que

E=ARX]|®R:[X] =GP F,

d’apres le théoreme de la division euclidienne.

2. Soit P € E. D’apres la formule de Taylor,

T p(k)

k!
2 (k) T pk)
-3 P k!(l) (X-1F+3 r k!(l) (X —1)*
=P()+P(1)(X-1)+3iP"(1)(X -1)?

el

+o0 pk)
+(X -1y PT(U (X — 1)F3,
k=3 '

eqd

ou les sommes sont finies. Par unicité de la décomposition
de P dans la somme directe £ = F' @ G, le projeté de P sur
F parallelement a G est donc

P(1)+P(1)(X - 1)+ 1 P'(1)(X - 1)
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MONTRONS QUE les f; sont des projecteurs de E.

Soit j € [1,p]. En composant la premiére relation par f;,
ona (307 | fi)o f; =idgofj, c’est-a-dire Y 0_, fio fj = fj.
Gréace a la seconde relation, pour tout ¢ € [1,p] tel que i # 7,
fio fj =0, donc il reste f; o f; = f;, ce qui signifie que f;
est un projecteur de F.

MONTRONS QUE E = P Tm(f;).

Bien entendu, > 7_, Im(f;) C F puisque les Im(f;) sont
des sous-espaces vectoriels de FE.

Et en évaluant la premiére relation en un =z € FE
quelconque, Y7 | fi(z) = =z, ou pour tout ¢ € [1,p],
fi(z) € Im(f;). Cela signifie que z € Y_?_ Im(f;). Donc

Alors, E=3%"_ Im(fs).

MONTRONS QUE la somme est directe.

Pour cela, montrons que 0 n’y admet que la décomposition
triviale. Supposons que l'on ait 0 = Y7 | x;, ot @; € Im(f;)
pour tout ¢ € [1,p]. Comme f; est un projecteur de E,
z; = fi(x;). Alors, pour j € [1, p],

0=f;(0) = f;(327-; z:)
=0 filwi) = 3002, fio filwi)
= fio fi(z;) = fi(z;) = ;.
Ainsi, dans la décomposition 0 = }"?_, x4, les a; sont tous

nuls, donc 0 n’admet que la décomposition triviale, et la
somme est directe.

FINALEMENT, E = @F_, Im(f;).
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Voici (presque) trois méthodes.

PREMIERE METHODE. D’aprés le théoréme de Cayley-
Hamilton, le polynéme

xa = X% —Tr(A) X + det(A)
=X*-5X+6=(X—-2)(X-3)
est annulateur de A.

Effectuons la division euclidienne de X™ par x4 : il existe
un unique (Qn,an,bn) € R[X] X R x R tel que

(1) X" =xaQn + an X + by.

En évaluant cette égalité en les racines de xa (les valeurs
propres de A),

2" =2a, + bn, a, =3" —2",
—
3" =3an + by b, =3-2"—-2.3"
En évaluant (1) en A, on a finalement,
A" = (3" —2")A+(3-2" —2-3") In.

DEUXIEME METHODE. Afin d’appliquer le binéme de Newton,
on cherche une écriture de la forme A = B+ C, ou B et C
commutent. On trouve (par exemple)

2 0 -1 -2
(20 () e

On voit que B? = B, donc

n n—1
n o__ n k pn—k __ an n k
A _Z(k)zB _) 12+Z(k>23
k=0

k=0
=2"L+((1+2)"-2")B
=2"I,+ (3" - 2")B.

TROISIEME METHODE. On diagonalise A...
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Le polynoéme
P=X?_2X°-5X+6=(X+2)(X-1)(X-3)

est annulateur de A.

Commentaire. En passant, comme il est scindé a racines
simples, A est diagonalisable.

Soit k € N. Effectuons la division euclidienne de X*
par P : il existe Qr € R[X] et Rr € Ro[X] tels que
Xk = Qi P+ Ry (). En évaluant cette égalité en les racines
de P, —2, 1 et 3, on obtient Ry, (—2) = (=2)*, Ri(1) =1* =1
et Ri(3) = 3k, En écrivant Ry ar X2 4+ b X + cx, ou
(ak, bk, cx) € R3, on trouve sans difficulté -)

k k
(=2)" — g+ 537,
(—2)F + 14 L 3",
1 k 1 ok
(-2 +1- 13"

1
— 15

5
Enfin, en évaluant (%) en A, on obtient

A¥ = Rip(A) = ap A% + b A+ e I3
3% A2
3F)A

(_Qk_l_ki
1 1
+5+ 1%
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L’application ¢ : E — R, f — f'(0) est clairement
une forme linéaire sur E, non nulle car ¢(idr) = 1. Donc
H = Ker ¢ est un hyperplan de E. En outre, £ = H @ Ridr
car idg ¢ H.

Idem pour K.
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Comme u"~1 # 0, il existe un vecteur e; # 0 tel que
u”_l(el) # 0. Pour tout ¢ € [1,n — 1], posons e;j+1 = ui(el).
Montrons que la famille (e;);ef1,n] est une base de E. Soit
une famille de scalaires (Ai);cq1,] telle que

ST hees = X, At er) = 0.

En appliquant ©"~! et sachant que ©» = 0si p > n, on a

Mu""(e1) = 0 donc A; = 0. Alors, en appliquant u"~2,
)\211,”71(61) =0 et A2 = 0. Par récurrence, on en déduit que
les \; sont tous nuls. La famille (e;) est donc libre. Comme
elle contient n vecteurs, c’est une base de E. Pour finir, dans
cette base, la matrice de u est celle demandée.
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Tout d’abord, comme Imp C Kerg, gop = 0.

1. Posons r = p+ ¢ — po q. Comme p et g sont des endomor-
phismes de F, r ’est aussi. En outre,
r?=(p+qg-pog)o(p+g—pog)
=pop+pog—popogq
+qop+qoqg—qopog
—pogop—pogog+pogopog
=p+poq—poq+0+¢—-0-0—-pog+0
=p+qg—pog=r,
et r est bien un projecteur de E.

2. Soit € Imr. Comme 7 est un projecteur,

T

r(z) = p(z) + q(z) —poq(x)
=p(z —q(z)) + ¢(z) € Imp + Img,

2
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donc Imr C Imp+ Img.

Réciproquement, si =z € Imp, q(z) 0 donc
r(z) =p(x) =z doncz € Imr et Imp C Imr; et siz € Img,
© = g(z) donc r(z) = p(x) + a(z) — p(x) = q(z) = o et
z € Imr, donc Imqg C Imr. Alors Imp + Imqg C Imr. Il
s’ensuit que Imr = Imp + Imq.

En outre, Img N Kerg = {0} car E = Imq & Kergq, et
comme Imp C Kerg, Imp NImg = {0}. Alors la somme
Imp 4+ Im q est directe et Imr = Imp @ Imgq.

3. Soit z € Kerr. On a r(z) = 0 donc

0=por(z) =p(x)+poq(x) —poq(z) =p)
et x € Kerp. De méme, sachant que gop =0,
0=qor(z) =qop(z)+q(x) +qgopoq(z)=q(z)

et x € Ker gq. Ainsi, Kerr C Kerp N Ker g.
Réciproquement, si x € Ker pNKer ¢, p(z) = 0et g(z) =0
donc
r(z) =p(z) +q(z) —pog(z) =0
et x € Kerr. Ainsi, Kerp N Kerg C Kerr.
Finalement, Kerr = Ker p N Ker q.
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1. On sait que Keru C Ker(u?) donc
dim(Ker u) < dim(Ker(u?)).

2. Considérons la restriction v = u|ker(y2),
v: Ker(u?) = E, = u(z),

et étudions son noyau et son image.

Montrons que Kerv C Keru. Soit x € Kerv. Comme
v(z) =0, u(x) =0 et = € Ker u. Donc 'inclusion est acquise
et dim(Kerv) < dim(Ker u).

Montrons que Imv C Keru. Soit y € Imwv : il existe
x € Ker(u?) tel que y = u(z). Alors u(y) = u?(z) = 0, donc
y € Ker u. Donc I'inclusion est acquise et rg(v) < dim(Ker u).

Pour finir, d’apres le théoréme du rang et avec ce qui
précede,

dim(Ker(u?)) = dim(Ker v) + rg(v)
< 2dim(Ker u).
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1. La matrice de f est clairement
0 0) a1
1 a
matg(f) = 2
-0
(0) 1 an
2. Comme f(e1) = ez, on a f2(e1) = es, donc par une

récurrence immédiate, f¥7!(e1) = ex. Alors
Flew) = F(F7Nen) = F(er) = Shoy anf " en),
ot l’on voit que P(f)(e1) =0, en notant
P=X"-Yr a1 X"

Montrons que P(f) = 0, en I’évaluant sur la base Z. Comme
les polynémes en f commutent, on a

P(f)(ex) = P(f)(f* " (er)) = (P(f) o ¥ )(er)
= (f*""oP(f))(er) = fFHP(f)(er)) = 0.

Ainsi, P est bien un polynéme annulateur de f.



