Quinzieme feuille d’exercices

ESPACES PREHILBERTIENS

136 MP

Pour tout entier naturel n > 2,
n—1 n—1
S e ()
— )2 _
= (n—p) (n—1)\“=n-p

137 WP

Soit E 'espace des suites réelles bornées.

1. Montrer que I'on définit un produit scalaire sur £
en posant, pour u = (uy) et v = (vy,),

+oo

(ulv) =Y =5

n=0

2. Soit F' le sous-espace des suites nulles a partir d’un
certain rang.

a. Déterminer FL.

b. F' admet-il un supplémentaire orthogonal ?

138 CccP

Calculer de maniere géométrique

+oo
inf / (22 —ax —b)*e " du.
(a,b)€R2 0

A cette fin, on introduira dans R[X] le produit scalaire
défini par

“+o00
(flg) :/0 f(z)g(z)e *dz.

139 WP

Soit E = M, (R) euclidien usuel. Trouver le sup-
plémentaire orthogonal de H = Ker Tr. En déduire
d(M,H) pour M € E.

140 MT18

Dans un espace préhilbertien réel E, soit une fa-
mille orthonormée (e) = (eq,...,e,) telle que

Vo € B, lz® = 3L, (v]e:)?.

Montrer que (e) est une base orthonormée de E.

141 Ccs

Considérons R[X] muni du produit scalaire

1
(P|Q) = / P(H)Q(t) dt,

et 'application § définie par 6(P) = P(0).
1. Montrer lexistence d’un unique 2 € R,,[X] tel que
pour tout P € R, [X], §(P) = (2| P).

2. Montrer que ce résultat est faux dans R[X].

142 MP18
Soient E=%(]0,1],R), neN* et (f1,..., fn) EE™
1. Supposons (fi,. .., fn) libre. Montrer que

VM = (my;) € My(R),3(ha, ..., hy,) € ET,
V(i,5) € [1,n]?, mi; = [, hif;.
2. Réciproquement, supposons que
VM = (my;) € My,(R),3(ha,...,hy,) € ET,
V(i,5) € [1,n]2, mi; = [} hif;.

Peut-on conclure que (f1,..., fn) est libre?

143 ENSEA

1. Dans l'espace E = ([0, 1], R), montrer que 'on
définit un produit scalaire en posant

1
(Flo) = [ (@900 + /(05 () .
2. Montrer que les ensembles
F={feE|f(0)=f(@1)=0}
tG={fecE|[" =}

sont des espaces supplémentaires orthogonaux.

3. Déterminer la projection orthogonale sur G d’un
élément f de E.

4. Soient « et 8 deux réels. On pose

Eap={f€E|f(0)=a, f(1)=7}.

Déterminer

1
R /O(f(t)2+f'(t)2)dt

feEa,B
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