Corrigés des exercices de la quinzieme feuille
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Dans R"™! euclidien usuel, soient z = (z,) et

\{ﬁp et y, = /p. Alors,

grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(£ (5

y = (yp) définis par z, =
n

—1 n—1
2 2
1 p=1

= (£5) «(E) (5

p=1

ou l'on reconnait 'inégalité demandée avec

~n(n—1)
2 p= g
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1. Pour commencer, pour u et v dans F, la série
converge bien, car uw et v sont bornées et la série
géométrique Y 27" converge absolument.

(]+) est symétrique, par commutativité du produit
des réels.

(+]-) est linéaire & droite, par distributivité du pro-
duit sur la somme dans R, puis par linéarité de la
somme des séries convergentes. Donc par symétrie,
(+]-) est aussi linéaire & gauche.

Enfin, (-|-) est défini positif. En effet, pour u € E :

“+o0 U2
=) >0
() =32 5

Et si (u|u) = 0, comme il s’agit d’une somme de réels
positifs, ces réels sont tous nuls : pour tout n € N,
u2 =0, donc u, =0 et u = 0.

Ainsi, (-]-) est bien un produit scalaire.
2.a. Pour n € N; soit e,, = (0,...,0,1,0,...) la suite
qui comporte un 1 en position n, en commencant a
compter a la position 0 — comme en python :-). On
voit que F = Vect((e,)nen). Alors, si v € F*, pour
tout n € N, v L e,, donc v, = 0. Ainsi v = 0 et
F+ ={o0}.
Commentaire. On aura reconnu que F = R[X].

2.b. Il s’ensuit que F & F+ = F ¢ E, donc F n’a
pas de supplémentaire orthogonal, car le seul possible
est F, qui n’est pas supplémentaire de F.
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Soit E = R[X], muni du produit scalaire
+oo

(PlQ) = P(z)Q(x)e *dx

0
(on vérifie aisément que c’est un produit scalaire).
Soit F' = Ry[X]. Alors la borne inférieure cherchée
représente le carré de la distance de X2 a F, donc
elle est bien définie.

En appliquant le procédé de Schmidt a la base
canonique (1, X) de F, on trouve qu’une base ortho-
normée de F' est (Pp, Py) avec Pp=1et P, =X — 1.
Alors, la borne cherchée vaut

(X2 F) = [|X2)? — (P | X?)? — (P ] X?)?
=24 -—4-16=4.
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Tr est une forme linéaire non nulle donc H est un
hyperplan de F et son orthogonal est une droite.

Pour A et B dans E, (A|B) = Tr(AT B). Soit
MeE:Tr(M)=Tr(I]M)=(I,|M),donc M € H
si et seulement si (I,,| M) = 0, donc H+ C R1,, et
comme H' est une droite, H+ = R1,.

Soit M € E : il existe un unique (A, N) € R x H
tel que M = AI, + N. Alors Tr(M) = A Tr(1,) = nA.
Donc d(M, H) = ||AI,]| = n|A| = |Tr(M)].
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Soit F' = Vect(e) : (e) est une base orthonormée
de F. Comme F est de dimension finie, la projection
orthogonale pg sur F est définie. Soit x € E :

d(z, F)? = |lz = pr(@)|* = [|lz]* = i (]e:)* = 0

donc z = pp(x) € F. Ainsi, F = E et (e) est une base
orthonormée de E. Et au passage, E est euclidien.
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1. D’apres le théoreme de représentation, comme
R,,[X] est de dimension finie et que ¢ est clairement
une forme linéaire sur R, [X],

N0 € R,[X],VP € R, [X], 6(P) = (2|P).

2. Raisonnons par l'absurde et supposons qu’il existe
2 € R[X] tel que pour tout P € R[X], 6(P) = (2| P).
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on aurait alors

6(P) = [(2[P)| < (1] [P]-

Nous aboutirons a une contradiction si nous trou-
vons des polyndmes P, tels que ||P,| soit bornée
avec n, et pas §(P,) = P,(0). Pour n € N, posons
P, =+2n+1(1 - X)", de sorte que

||Pn||:/0 P,%(t)dt:/o 2n+1)(1-t)*dt =1

et P,(0) = v2n+ 1. On aurait alors, pour tout
n €N, v2n+1 < |||, ce qui est impossible. Donc il
n’existe aucun {2 € R[X] tel que pour tout P € R[X],
6(P) = (2| P).
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1. Tout d’abord, on reconnait le produit scalaire usuel
sur E, (f|g) = [y fg

Soit M € M, (R). Cherchons (hq,...
tel que pour tout (i,7) € [1,n]? mi; = (hi| f;)-
Comme (f1,..., fn) est libre, limitons-nous a I’espace
F = Vect(f1,..., fn), qui est donc de dimension n.
Cela revient a prouver que M admet un antécédent
par 'application

Jhn) € E™

—
—

I M, (R)
(hy s ) ((hil f))i<ij<n:

Prouvons donc que @ est surjective. Comme
dim(F") = dim M, (R) = n? et que @ est clairement
linéaire, cela revient & montrer qu’elle est bijective
ou aussi injective.

Soit (h1,...,h,) € Ker(®). Soit i € [1,n]. Pour
tout j € [1,n], (h;|f;) = 0, donc h; L f;. Donc
h; L F et h; € F. Comme F N F+ = {0}, h; = 0.

Ainsi, @ est injective, donc bijective et surjective,
ce que 'on voulait.

P

2. L’hypothese de I’énoncé signifie que 'application

E™ — M, (R)
(hiseo s hn) = ((hil fi)i<ijsn
est surjective.

Soit (au1,...,an) € R™ tel que 377, a; f; = 0.
Considérons un antécédent (hy,...,h,) € E™ de I,
par ¥ : pour tout (i,7) € [1,n]?, (h:|f;) = d;;. Soit
i€ l,n] :

= <hi 'fj) = (il fy)
j=1 j=1
= ZOLJ' 57] = 4.
Jj=1

4

Ainsi, toute combinaison linéaire nulle de (f1,..., fn)
est triviale, et la famille est libre.
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1. Par commutativité du produit dans R et linéarité
de la dérivation et de 'intégrale, (-|-) est clairement
symétrique et bilinéaire. Soit f € E. Par positivité
de Vintégrale, (f|f) = [} (f*>+ ) > 0. Enfin, si
(f1f) =0, comme la fonction f2 + f’? est positive et
continue sur [0, 1], elle y est nulle. Comme f2+ f'2 =0
et que f2>0et f2>0,onadonc f2=f2=0:en
particulier, f = 0.

Ainsi, (+]-) est une forme bilinéaire symétrique dé-
finie positive, donc c’est un produit scalaire euclidien.

2. SOUS-ESPACES VECTORIELS. Commencons par
montrer que F et G sont deux sous-espaces vecto-
riels de F.

Considérons les deux applications

50 E—)R f*—)f( )et51:E—>R, f’—)f(l)

2(3

Ce sont clairement des formes linéaires non nulles
de E, donc F' = Kerdy N Kerd; est bien un sous-
espace vectoriel de E, comme intersection de deux
hyperplans de E.

Et bien-sfir, G est un plan, comme espace des
solutions sur [0,1] d’une équation différentielle li-
néaire scalaire d’ordre 2. Et méme, classiquement,
G = Vect(g1,92), en notant

2[0,1] 5 R, t=setet go:[0,1] =R, t—e "

ORTHOGONALITE. Montrons que F' 1 G. Soient
f € F et g € G. En intégrant par parties,

(flg) = /fg+/ fg
=/ fg+ fg /fg”—

En effet, [fg}O—OcarfeFetf 0) = f(1) =0. Et

folfg—fo fg'carge Get g” =g Donc F et G
sont bien orthogonaux.

Commentaire. Comme G = Vect(g1, g2), il aurait suffi
de montrer que pour tout f € F, f L g1 et f L go.

SOMME DIRECTE. Enfin, montrons que £ = F & G
par analyse-syntheése. Soit h € E.

Analyse. Supposons que h = f + g avec f € F
et g € G. Alors h(0) g9(0) et (1) = ¢g(1),
car f(0) f(@) = 0. De plus, G = Vect(g1, g2),
donc il existe un unique (aj,a2) € R? tel que
g =191+ asgs. Alors

g(0) = a1 +az = h(0), g(1) = aje+aze™ = h(1),
d’ou l'on tire ay et ap. Alors,
~ h(0) —eh(1) h(0) — e 1 h(1)
e 0T e
et bien-str, f =h —g.
Synthese. Considérons les fonctions
h(0) —eh(1) h(0) — e~ h(1)
=T ma at T
et f = h — g. Clairement, f et g sont dans E et
f+ g =h. En outre, g € Vect(g1,92) = G et
B h(0)—eh(1)  h(0)—e th(1)
f(O) - h(O) 1—62 1—6_2 - 07
B h(0) —eh(1) h(0)—e 'h(1) _;
f(l)_h(l)_ 1—¢2 - 1—e-2 € _07
donc f € F.

Conclusion. Par analyse-synthese, £ = F & G.
CONCLUSION GENERALE. Et donc F et G sont des
supplémentaires orthogonaux.

3. Soit f € E. Grace a la construction précédente, le
projeté de f sur G parallelement a F' est

_ f(Oi:zg(l) o+ f(O)l—_B;Qf(l) o

Et comme F' L G, il s’agit bien du projeté orthogonal
de f sur G.
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Bonus. Il n’est donc pas nécessaire ici de chercher
une base orthonormée de G. Mais on en a trouvé une

quand-méme. En effet, comme g = ¢; et gh = —go,
1 1
(nlo2) = [ (ot ot = [ -1 =0
0 0
Donc la famille (72, £2:) est une base orthonormée
llgxll” [lg=1l

de G. En outre, d’une part,

1
]2 = / (@ + (9))?)

1
/ 29%:6271a
0

1 1
lga 2 = / (6 + (g 1)) = / 23 =1 e,

Et d’autre part,
1

(flgr) = /0 (for+fa1)= /0

= 19| = r@e-ro),

1
(fo1+ fq)

0
(f|92)=/01(f92+f'95):/0
_ {7]092}; = f(0) —e L £(1).

Ou P'on voit alors que

1

(—f92—f"g2)

_ (flag1) (flg2)

RN PAERCRNPAERS
_ g1 g1 g2 g2
= (f ||gl||> Tl (f ||92||> ol

et I'on reconnait ’expression habituelle du projeté
orthogonal dans une base orthonormée de G.

4. Soit h € E, 3. Avec ce qui précede, son projeté
orthogonal sur G est

3

3

Constatons que ce projeté ne dépend pas de h : tous
les h € E, g se projettent sur ce méme g. Toujours
d’apres les calculs précédents, g(0) = h(0) = o et
g(1) = h(1) = B, donc g € E, . Alors, la fonction
f=h— g vérifie f(0) = f(1) =0, donc f € F. Alors
f L g car bien-sir, g € G. D’apres le théoreme de
Pythagore,

IR1* = 11f + gll* = I£11* + llgll* > llgll*,

et bien-siir 'inégalité est une égalité si h = g. Au-
trement dit, ||g||* est un minorant de ||A|* lorsque
h décrit E, g, lequel est atteint pour h = g. Cela
signifie que ce minorant est un minimum. Donc

1
g = inf )2+ f/(t)%)dt
map = dnf |07+ 1 0)
— ; 2 __ 2
= i [P = g

Or la famille (g1, g2) est orthogonale, donc

_ 2 _ -1\ 2
ol = (5252 ) ol + (3= ) leal?
_ (a—ep)? (a—e )2 2
= e T gy )
(a—ep)?  (a—e'p)?
oe2—1 + 1—e2
Finalement,
(a—ep)? —e ' B)?
Mo = CYGQfel +(a1 766*2 '



