Corrigés des exercices de la seizieme feuille
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D’abord, u est bien linéaire. Soit = € E.

lu(@)]* = lle(z|a) a — ||
= a?(z|a)? |lal* - 2a(z|a) (z]a) + [|z]*
= a(alla]® = 2) (z]a)* + [«

Sia = 0oua = 2/|al|?, ce qui est possible
car a # 0 donc |la|]| # 0, alors pour tout z € E,
|lu(z)]|?> = ||=||? et u est une isométrie.

Si u est une isométrie, alors pour tout x € FE,
|lu(x)|?> = |z||?; en particulier, pour * = a,
a(allal|* —=2)(ala)? =0 dot a =0 oua=2/|al?.
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Soit x € F ety € G :il existe z € E tel que
y =z —u(z). Comme u € O(F), on a
(z]y) = (z]2) = (z|u(2))
= (z]2) — (u(z)[u(2)) = 0.

Ainsi, F' 1 G.

On voit que F' = Ker(u —idg) et G = Im(u — idg)
donc dim F' + dim G = dim E.

Ainsi, F et G sont supplémentaires orthogonaux.
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Clairement &4 € £(E). Soient P et ) dans E :

(P184(Q)) = Te(PTd4(Q)) = Tr(PTAQTA)
— TH(APTAQT) = TH(QTAPTA) = (Q|®a(P))

et @4 est autoadjoint.
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Nommons u cet endomorphisme. M est symé-
trique : M'T = M. Les colonnes de M forment une
base orthonormée de R3, donc la matrice est orthogo-
nale : MT = M~1. Alors M~ = M, donc M? = I,
et u est une symétrie orthogonale. Enfin, ’ensemble
des vecteurs invariants par u est donné par

r—2y—2z=3x
—2x4+ y—22=3y < x+y+z=0.
—2x—-2y+ z2=3z2

u est donc la symétrie orthogonale ou réflexion autour
du plan d’équation x +y + z = 0.
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1. Montrer que I + A est inversible revient & montrer
que —1 n’est pas valeur propre de A.

Soit A € R une valeur propre éventuelle de
Aet X € M,1(R) ~ {0} tel que AX = XX.
D’une part, XTAX = X XTX,; dautre part,
XTAX = (ATX)TX = -AXTX. Or X'X >0
car X # 0, donc A = —X et A = 0. Ainsi, la seule
valeur propre réelle possible de A est 0.

Donc —1 ¢ Spr(A4), I + A € GL,(R) et la matrice
M est bien définie.

2.0n a
MT=T-A)T(IT+4)™HT
={I-AT) T+
=(I+A)IT-A)"1,
donc

M™M= T+ A)I—-A)" N I+A) - A)
=T +A)(I+A)I-A)I-A).

Mais I + A et [ — A commutent comme polyndémes
en A, donc

M™™ = (IT+A)((I-A)I+A)I-A)
=(I4+AT+ATT-A T T-A)=1I

et la matrice M est orthogonale.

3. Enfin,
det(M) = det((I + A)~1)det(I — A)
_det(/ —A)  det( — A)
Cdet(I+A)  det(I+A)T)
_det(/ —A) 1
det(I — A)

et M est la matrice d’une rotation.
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Soient A € ZF(R) et U € O(n). 1l existe
D = diag(A1,..., ) et 2 € O(n) telles que
A=0DNT. De plus, les \; sont positifs.

Voici deux preuves.

PREUVE DIRECTE. On a Tr(A) = Tr(D) et

Tr(AU) = Tr(2DQ'U) = Te(DRTU 02).
La matrice V = 27U £2 est orthogonale et 'on veut
comparer Tr(DV) a Tr(D).

D’une part Tr(D) = Y1, A,

D’autre part, Tr(DV) = > | \; v;; en notant
V = (vij)1<i,j<n- Comme les colonnes de V' sont nor-
mées, pour tout j € [1,n], Zlgign vfj = 1, donc
pour tout i € [1,n], vZ < 1 et donc vy < |vi| < 1.

Alors, Tr(DV) < Tr(D), car les A; sont positifs.

PREUVE MOINS DIRECTE. Comme les \; sont positifs,
on peut les écrire \; = (v/A;)?, donc D = A? en
posant A = diag(v/ A1, ..., VA, ). Alors,
A=0DQRT =QA’QT =0AAQT
=RAQTRAQT =M M,
en posant M = 2 ANT. Alors, en utilisant le produit

scalaire euclidien usuel de 9, (R) et I'inégalité de
Cauchy-Schwarz,

Tr(AU) =Te(M"MU) = (M|MU) < |M||MU|.
D’une part, |[M|? = Tr(M " M) = Tr(A).
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D’autre part,
|MU|?=Te(MU) ' MU) =Te(U"M"MU)
=Te(M"MUU") = Tr(A).
Finalement, Tr(AU) < /Tr(A) /Tr(A) = Tr(A).
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On voit que BT = B et Tr(B) = 0. Alors B est
symétrique réelle, donc diagonalisable. En particulier,
la trace de B est la somme de ses valeurs propres,
comptées avec leurs multiplicités :
Tr(B)= Y  mM\)A=0.

AESP(B)

CcCP

Mais comme ces valeurs propres sont réelles positives,
elles sont nulles. Alors B est semblable & la matrice
nulle, donc B = 0.
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1. Avec les notations de I’énoncé, les coordonnées de
MY sont les

(ef@) 4

n
Zmzjij (&S [[17nﬂ7
j=1

donc

XTMY) =" | > miy;
i=1 j=1

2. Oui, car X "X = (X |X) et (-|-) est défini positif.
3. Nommons (i), (ii), (iii) et (iv) les quatre proposi-
tions, dans l'ordre de I’énoncé.

n
= E Mij TiYs-

1<i,j<n

SUPPOSONS (I). Comme M est symétrique réelle, elle
est diagonalisable. En particulier, son spectre est non
vide. Soient A € Sp(M) et X € Ex(A) ~ {0} :
X"TMX=)XTX.
D’aprés (i), X TM X > 0 et d’apres la question précé-
dente, X "X > 0. Donc A > 0 et Sp(M) C R7. Ainsi,
(i) = (ii).
SupPOSONS (11). Comme M est symétrique réelle, il
existe une matrice diagonale D = diag(A1,...,\,) et
une matrice orthogonale P telles que M = PDPT.
Sur la diagonale de D figurent les valeurs propres
de M, qui sont strictement positives d’apres (ii).
Donc D est a coefficients strictement positifs. Ainsi,
(if) = (iii).
SupPOSONs (111). En notant D = diag(X;, ¢ € [1,n])
olt \; > 0, posons A = diag(y/\;, i € [1,n]), de sorte
que D = A2, Alors
M=PDP" =PA’PT
= (PA)(APT)=(APT)(APT)=L"L
en posant L = APT. En outre, A et P sont inver-
sibles, donc L 'est aussi. Ainsi, (iii) = (iv).
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SUPPOSONS (1v). Soit X € E~ {0} :

X" MX=XTLTLX =(LX)"(LX)
= (LX|LX)=|LX|?

en notant ||-|| la norme euclidienne associée a (-|-).
Comme L est inversible et que X # 0, LX # 0, donc
|[LX||?>0et XTMX > 0. Ainsi, (iv) = (i).

FINALEMENT, les quatre propositions sont bien équi-
valentes.

4. Soient X et Y dans £ : (Y| X))y = Y M X.
Comme c’est un réel, il est égal a sa transposée, en le
considérant comme une matrice de taille 1 :

YIX)u=Y"MX)"=X"M"Y
=X"MY = (X|Y),

car M est symétrique. Donc (-|-)ps est symétrique.
Soient de plus Z dans E et A dans R :

(X +AY |2y =(X+AY)'MZ
=(XT+XY"MZ
=X"MZ+A\Y'MZ
=X 2)m +AY | Z)m,

donc (-]-)ar est linéaire a gauche. Comme il est sy-
métrique, il est aussi linéaire a droite, donc il est
bilinéaire.
Enfin, si X #0, (X|X)y =X MX >0, car M
vérifie (i). Donc (-|-)as est défini positif.
Finalement, (-|-)ps est bien un produit scalaire
euclidien.

Bien-siir, on reconnait que (-|-)r,

1)-

5. Comme M est symétrique réelle, il existe une base
de E orthonormée pour (-|-), & = (V4,...,V,), consti-
tuée de vecteurs propres pour M : pour tout ¢ € [[17 n],
MV; = \;V;, ou \; est la valeur propre associée a V;.

Soit (i,j) € [1,n]?. Comme 2 est orthonormée
pour (-]-), (Vi|V}) = d;j, en utilisant le symbole de
Kronecker. Par ailleurs, si i # j,

(VilVi)ar = Vi' MV; = X\ VTV = 0 (V| V) =0,

donc £ est une famille orthogonale pour (-|-)as.
Finalement, & est orthonormée pour (-|-) et or-

thogonale pour (-|-)a.



