Corrigés des exercices
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PRESENTATION. Nommons (FE) cette équation. Les
fonctions x + 2 et x + 1 sont continues sur R.
Mais 0 est une singularité de (E) donc on résout sur
Il :Ri ou 12 ZRi

RESOLUTION DE L’EQUATION HOMOGENE. Pour
k € {1,2}, ensemble des solutions sur I} de I’équa-
tion homogene associée est

d
{wHa;&xp(—/x—f) =ape V* ay ER}.

RESOLUTION COMPLETE. D’autre part, on voit que
2+ 1 est solution évidente de (E), donc ’ensemble
des solutions sur Iy, de (F) est

{x = 1+are V% ap € R}
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1. Avec la méthode habituelle, on trouve

1 1 1 1

t(t2 —1) it 2(t+1) * 2(t—1)

2. Nommons (FE) cette équation. Les fonctions
tt(t? — 1), t > 2 et t — t? sont continues sur R.
Mais —1, 0 et 1 sont les singularités de (E) donc on
résout sur I; = ]—oo,—1[, Iy = ]-1,0[, Is = ]0,1]
ou Iy = |1,4o00[. Sur lintervalle Iy, pour k € [1,4],
I’ensemble des solutions de ’équation homogene est

2dt ayt?
t— apexpl| — =) :t2—1’ak€R'

Aucune solution particuliére ne saute aux yeux : ap-
pliquons la méthode de variation de la constante.
Posons

ag(t)t?
)=
r(t) = S0
ou ¢, est dérivable sur I;,. On a donc
ol (t)t?
t(t? — 1) =42
(1) %0 2

d’out Pon choisit ay(t) = In |¢|. Finalement, ’ensemble
des solutions sur I, de I’équation (E) est

{t ., (ax+ I ft])¢*

21 ,OékE]R}.
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PRESENTATION. Les fonctions z +— 2z (z + 1) et
xz +— 3x + 4 sont continues sur R, mais la fonc-
tion x — /1 4+ x n’est définie et continue que sur
[—1, 4+00[. En outre, les singularités de (E) sont 0 et
—1 donc on étudie I’équation (F) sur I; =]—1,0[ ou
IQ = ]O, —|—OO[

de la troisieme feuille

EQUATION HOMOGENE. Sur Iy, pour k € {1,2}, l'en-
semble des solutions de I’équation homogene est

3r+4
{:El—>akexp — mdw
vr+1

= 3 7ak€R}.
€T

VARIATION DE LA CONSTANTE. Considérons
w:x o+ 1/2°%

Sur I, on cherche les solutions de (E) sous la forme
Y = Qi @, ou ay, est une fonction dérivable sur Ij. En
reportant dans (E), on trouve

2z(z+ 1) aj(z)p(z) =2zVr + 1
= al(z) =2?/(x+1)
— ay(z) =Lz’ —z+ In(z+1)+ B, Br €R.
L’ensemble des solutions de (E) sur I est

1
[0 (32— 24 In(e +1) + Bi) “”;j ,

B ER}.
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EQUATION HOMOGENE. L’équation caractéristique est
(C) 1?2 + 67 +9 =0, dont —3 est racine double. L’en-
semble des solutions sur R de I’équation homogene
associée est donc

{z = (az+B)e ", (a,8) € R?}.

SOLUTION PARTICULIERE. Comme le coefficient, —3,
de 'exposant de ’exponentielle du second membre
est racine double de (C), on cherche une solution
particuliére sous la forme z — Q(z)e” ou deg @ = 2,
et 'on trouve Q(z) = 322, par exemple.

CoNcLUSION. L’ensemble des solutions de 1’équation
complete est donc

{z = F2%e™ + (az+ B)e™", (a,B) ER?}.

(23] AM

EQUATION HOMOGENE. L’équation caractéristique
est (C) r? +2r +1 =0, dont —1 est racine double.
Donc I’ensemble des solutions de 1’équation homogene
est

{x = (az+p)e”™™, (o, B) € RQ}.

SOLUTION PARTICULIERE. Le second membre s’écrit
%xe‘” — %xe_’”. Donc grace au théoreme de superpo-
sition, cherchons séparément une solution particuliere
des deux équations

(E1)
(E2)

y'+2y +y=gue”,
—x

X
y'+2y +y=—ize
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Comme 1 n’est pas racine de (C), on cherche
une solution particuliere de (F;) sous la forme
Y1(z) = (ax+b)e”, et on trouve Yy (z) = g(z—1)e”.

En revanche, —1 est racine double de (C'), donc
on cherche une solution particuliére de (E2) sous la
forme ¥5(z) = Q(z)e™ ol deg @ = 3, et l'on trouve
Q(x) = —752*, par exemple.

Une solution particuliére de (E) est ¥ = 1 + 1)a.

CONCLUSION. Finalement, ’ensemble des solutions

de (E) sur R est
{z -1 — L2’ + (ax+ B)e?,

(o, B) € RQ}.

CCP
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PRESENTATION. Nommons (F) cette équation. Sur
I ]1,+00], les fonctions x — 1, z +— 4 et
x— ze 2% /(x — 1)% sont continues.

EQUATION HOMOGENE. L’équation caractéristique
est (C) r? +4r +4 =0, qui admet —2 comme racine
double. L’ensemble des solutions sur I de ’équation
homogene (H) est donc

{JC = (ax+B)e 2, (o, B) € RZ}.

SOLUTION PARTICULIERE. Utilisons la méthode de
variation de la constante. Puisque = — e ™27 est une
solution sur I de (H) qui ne s’annule jamais, cher-
chons une solution particuliere sur I de (E) sous la
forme y : z +— a(r)e 2% oll a est une fonction deux
fois dérivable. En reportant dans (), on obtient

neoN T _r—=1+1

)= T T e
1 1
_x—1+(x—1)2'

Comme on cherche une solution particuliere de (E),
intégrons en choisissant arbitrairement des constantes
d’intégration nulles :

1
x—1
az)=(z—1)nxz—-1)—(x—1)—In(x — 1)
=(x—-2)In(z—-1)—z+ 1.
Donc une solution particuliere sur I de (E) est

i (x—2)In(z —1)e 2 + (—x + 1) e 2",

o () =In(x — 1) —

Et comme z + (—2+1)e™2% est solution sur I de (H),
2+ (z —2)In(z — 1)e~2% est aussi une solution par-
ticuliere sur I de (E).

CONCLUSION. Ainsi, I’ensemble des solutions sur I
de (E) est

{z— (z—2)In(z —1)e *" + (az + B)e 7,
(o, 8) € RQ}.

2

2
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Soit f une solution. Alors, f est dérivable, donc f
est deux fois dérivable, et par récurrence, f est €°.

En dérivant, pour tout z € R, f(z)— f'(—z) = e”.
Comme f'(—z) + f(z) = e *, il s’ensuit que
f(x) 4+ f(x) = e* + e ® = 2chz. Alors il existe
(o, B) € R? tel que pour tout x € R,

MP

f(@) =chz + acosz + fsinzx.
En reportant dans ’équation du départ,
(@) + f(—2z) =€" 4+ (a+ B) (cosz — sinz).

Donc on doit avoir o+ 8 = 0. Finalement, 1’ensemble
des solutions dérivables sur R est

{f:x— cha+a(cosz—sinz), a € R}.

Commentaire. On aurait également pu résoudre en dé-
composant f en somme de ses parties paire et impaire.
Mais c’est plus long.

MP
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Soit € Ry. Comme il est a la fois dans 'intégrale
et sur ses bornes, transformons ’écriture :

I ‘
;/0 (sin(wz) cos(wt)

¥(z)
— cos(wx) sin(wt)) f(¢)dt

sin((ﬂiwx) /Oz f(t) cos(wt)dt

- @ /0 " F(t) sin(w) dt.

Les fonctions ¢ :  — cos(wx) et s : x +— sin(wz) sont
de classe ¢! sur R. La fonction ¢ f est continue sur R,
donc d’apres le théoréeme fondamental de I'intégration,
la fonction

oo [ eonoa = [
oF I—>w/0 (W) f(1)dt /O dt

w

est la primitive de %c f nulle en 0, et elle
est de classe €' sur R. De méme, la fonction

S a1 [Fs(t) f(t)dt est de classe €' sur R.
Alors la fonction 1 = sC — ¢S est de classe €' sur R
et

¢':wcC+%scf+wsSf 5csf:w(cC+SS).

On voit que 9 est aussi de classe €' sur R, donc 1
est de classe €2 sur R et

P =—w?sC+ A f+wreS+s2f=—wip+f.

La fonction 1 est bien solution sur R de (E).
Alors, ’ensemble des solutions de (E) sur R est

{1/)+ac—|—,85, (o, B) ERQ}.



