Corrigés des exercices

[27] MP

L’intégrande f est continue sur ]0,1[. D’une part,
pour ¢t voisin de 0, f(t) ~ —Int et la fonction ¢ — —Int
est intégrable sur ]0, £]. D’autre part, pour ¢ voisin de
1, f(t) ~ (t —1)In(1 — ¢t) — 0 donc f est prolongeable
par continuité en 1. Ainsi, f est intégrable sur |0, 1] et
I'intégrale existe.
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CALCUL FORMEL. En posant u = 22 et en intégrant par
p g p

parties,
+oo +oo s
/ sin(z?)dz = / Y du
0 0o 2Vu

1—cosul]™™ e 1 — cosu
=|—F + ———du
{ 2Vu ] 0 /0 4ud/?

JUSTIFICATION. La fonction g : u — (1 —cosu)/u®/? est
continue sur ]0, +oo[. De plus, g(u) ~o 3+/u donc g est
prolongeable par continuité en 0 et elle est intégrable
sur ]0,1]. Enfin, g(u) < 2/u*?. Comme u +— 1/u®/? est
intégrable sur [1,+o0o[, g aussi. Alors g est intégrable
sur ]0, +o0o[ et la derniére intégrale converge.

Pour des raisons analogues, le terme entre crochets
a bien un sens. Il en découle que la seconde intégrale
converge.

Pour finir, le changement de variable est €' et bi-
jectif de R’} dans lui-méme, donc la premicre intégrale
converge.

Commentaire. Notons 'importance du choix d’une pri-
mitive : toute autre primitive de u +— sinu que
u +— 1 —cosu conduit & un calcul qui n’a pas de sens, car
les deux termes de l'intégration par parties divergent.
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CONVERGENCE DE L'INTEGRALE. Soit n € N. L’inté-
grande f,, est positive et continue sur )0, 4+oc[. De plus,
fn(x) ~o 3 donc f, se prolonge par continuité en 0 et
elle est intégrable sur ]0,1]. Enfin, f,(2) <400 e™%/2
et x +— e~®/2 est intégrable sur [1, 400, donc f, aussi.
Finalement, f,, est intégrable sur |0, 4+o0].

CALCUL DE LA LIMITE. Pour n € N et z > 0,

nx —nx

xe e
= < —
In(@) 2shz 2
+o00 +oo e—nw 1
d n(r)de < dr = —
onc /0 fn(z)da /0 5 dr =5~
—+oo
et ngrfoo ; fn(z)dax = 0.
[30] ENS

CONVERGENCE. L’intégrande f est continue sur
I = ]2,3[ De plus, f(z) ~o (z — 2)7Y% et
z — (z —2)~1/% est intégrable sur |2, 3], donc f aussi;
et f(z) ~3 (3 —x)"'/2 donc f est intégrable sur [2,3].
Finalement, f est intégrable sur I et | ; [ converge.

de la quatrieme feuille

CALCUL. Posons =z = % + % : ce changement envoie
]=1,1] sur ]2, 3], et il est licite car € et bijectif. On a

/3 dz /1 2dt
2 V(x—2)(3—1x) 1 V1 —¢?

=2 Arcsint]i1 =T.
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Soit x € R fixé. La fonction f : t + e t1712) /\/t
est continue sur R*%. Et |f(t)] = e~'/vt ~o 1/V/1, ol
t + 1/\/t est intégrable sur ]0,1] donc f l'est aussi.
Enfin, |f(t)] <10 €' et t — et est intégrable sur
[1,4+00[ donc f aussi. Alors f est intégrable sur RY et
I'intégrale existe.

32
La fonction f, est continue sur R}. On a
1 T
fa(z) Y za 1 et fo(x) Jodisyws

donc f, est intégrable sur ]0,1] si et seulement si
a—1 < 1, cest-a-dire si o < 2, et sur [1,+o0o[ si et
seulement si o > 1. Ainsi, f, est intégrable sur R si et
seulement si 1 < a < 2.
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1. D’abordQ, U, est défini pour n > 1. La fonction
f it e " est continue sur R, De plus, f(t) <400 €7°
donc f est intégrable sur R, . Posons I = 0+°O f)de.

On voit que > u, est alternée. D’une part, comme
f>0swrRy, z— fO“L f(t)dt croit donc la suite de terme

2
général f:;oo f)dt =1I—[" f(t)dt décroit. Ainsi, (|uy|)
décroit, comme produit de suites positives et décrois-

santes. D’autre part, |u,| < I/n — 0. Donc, d’apres le
critére spécial des séries alternées, > u,, converge.

2. Dans vy, posons x = nt :
—nn "I
Uy = (=1) / e d = (=1 — Up,.
n 0 n

La série Y (—1)™1/n converge griace au critére spécial des
séries alternées, et > u, converge, donc ) v, converge.

@ CCP

Nommons f la fonction, continue sur ]1, +00[.

ETUDE SUR |1,2]. Au voisinage de 1,

z—1+o0(x—1 1

() = A DN
(r —1)/x Vo —1

Comme % < 1, la fonction = — 1/y/x — 1 est intégrable
sur ]1,2], donc f lest aussi.

ETUDE SUR [2, +00[. En 400,
Vinzx 1
23/2 2473

4/3

fx) ~

Comme 3 > 1, la fonction z +— 1/
[2,4+00[, donc f lest aussi.
Finalement, f est intégrable sur |1, 4+o0].

est intégrable sur
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CONVERCENCE. La fonction f : z +— Intanx est conti-
nue sur |0, Z[. De plus, pour tout z € |0, 5|,

AM

In tan (g — m) =In = —Intanz,

tanx
donc |f(5 — z)| = | f(z)]. Alors, il suffit d’étudier I'inté-
grabilité de f sur |0, Z]. Pour  proche de 0,

Intanz = In(x + O(x%))
=Inz+1In(1+ O(2?)) ~ Inw,

donc |f(z)| ~ |Inz|. Comme x + Inz est intégrable sur
10,1], f Test sur ]0, 7]. Ainsi, I'intégrale converge.

CaLcuL. De plus, I'égalité f(§ — x) = —f(x) montre
que le graphe de f est symétrique autour du point (7, 0),

donc l'intégrale est nulle.

[36]

CONVERGENCE. La fonction f : 2 — sin® x/x? est conti-
nue sur R . De plus, en 0, f(z) ~ x, donc f est pro-
longeable par continuité en 0, donc elle est intégrable
sur ]0,1]. Enfin, en 400, |f(z)| < 1/2? ott z + 1/2? est
intégrable sur [1, +oo[, donc f I’est aussi. Finalement, f
est intégrable sur R* .

MT

CALCUL. On a

+oo i3 +o0
sin® x .
I:/ 5 dz = lim
0 X

a—0t J,

Sz

2

sin

Z.
T

Soit @ > 0. On a
/+°° sin® x d — /+°° 3sinz — sin(3z)

412
3 —+oo +oo
i J

sin(3x)
2
A vrai dire, ¢’est ce découpage qui a motivé le passage
a la limite ci-dessus, car si la borne du bas est 0, le
découpage n’est pas possible. En posant y = 3z,

dx

x2

sinx 1

—“dz
2 4

dx.

T

oo i oo 1
3in (3
/ bln(zx) do — 3/ 81r12y dy.
a z 3a Yy
Donc
+o0 L33
/ 51n2xdx
o T
3 +oo i +oo i
3 smxdx ~ smxdx
4\ J, 2 34 2

sinx

dx.

3 3a
71/a

Or sin(z)/2? ~g 1/x, donc c’est surement le terme pré-
pondérant dans le calcul. Alors on écrit

/3“ /3“m+sinx—x
a a '1:2
/Sa dl‘ /Sa
— +
a X a
3a
:1n3—|—/
a

Comme (sinz — x)/a? —x/6, la fonction
x + (sinz — z)/2? est intégrable sur ]0, 1], donc
3a

x2

sinx

dx

dx

x2

sinr —x

dx
22

sinr —x
72dx.

xT

~0

sinex —x

5 dx

lim = 0.
a—0t J, xT

2

2

Finalement
.3 3% gine — x 3
I:all)r(l)l+4<ln3+/a x2d$> :zlng
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1. Etudions rapidement la fonction f : z > e* —1 — z :
pour tout z € R, f'(z) =e* — 1. Siz <0, f'(z) <0 et
siz >0, f/(x) 20, donc f décroit sur R* puis croit sur
R . Comme f(0) = 0, pour tout x € R, f(x) > 0, ce
que 'on voulait.

VARIANTE ELEGANTE. La fonction exponentielle est
convexe donc son graphe est au dessus de ses tangentes.
En particulier, comme la tangente en (0, 1) est d’équa-
tion y = x + 1, pour tout x € R, e > x + 1.

En appliquant I'inégalité au réel —22, e~ >1— a2
En 2l’appliquant au réel 22, e > 1 4 22, donc
e < 1/(1 +2?).

2.a. La fonction z + e~

€

est continue sur R, et
K400 €, 00T > 77
Donc z +— e~ est intégrable sur R et I converge.

Soit n € N*. I,, est l'intégrale sur un segment d’un
polyndéme donc elle converge.

Enfin, la fonction z — 1/(1+22)™ est continue sur RY
et pour tout z > Oet tout n > 1, 1/(1+2%)" < 1/(1+a?),
ott x — 1/(1+ z?) est intégrable sur R, comme dérivée
positive de la fonction Arctangente qui est majorée sur
Ry. Ainsi, z — 1/(1 + 2?)" est intégrable sur R et J,
converge.

2.b. D’aprés 1, en posant u = /nt,

1 1
Ll:t/‘(l—t%”dtgt/‘e_"ﬁdt
0 0

est intégrable sur Ry.

</+Ooe—"t2dt:/+me—u2duzl.
0 0 Vvnoooyn
De méme,
+oo dt¢ oo 2 I
J:/ 72/ e dt = —.
" o (I+e2)m 0 vn
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1. Pour t > 0,
1 int
tf(t):eh‘texp<\/z—|—lnt81?)
(2 ome (s 500Y)
=exp|—=+1In —_ .
{7 "
Quand t — 0,
sint 1
Int|14+ — ) ~2Int K —
(1+55) ~vame
donc
tim (e (1 ) = 4
i (g et ) ) = e

donc tlgr(l)tf(t) = +00.

2. Cela signifie que f(t) > 1/t. Or la fonction t — 1/t
n’est pas intégrable sur ]0,1] donc la fonction f non
plus.



