Corrigés des exercices de la huitieme feuille
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Pour commencer, N(£2) = [0, n].
Dire que N = 0 signifie que les X, valent tous 1, donc
en termes d’événements,

n

)Xk =1).

k=1

(N=0)=

Puisque les X} sont indépendantes, on peut dire que

I
=t
Y

11l
N k- nl’
k=1
Soit maintenant k € [1,n]. Dire que N = k signifie

que les X; valent 1 si j < k, puis X = 0, et les valeurs
suivantes n’importent pas, donc

k-1
j=1
et, toujours grace a I'indépendance des Xy,

0= (I -

=('ﬁ§)(1—i)=k,;l-

j=1

)Pt =0

73 CCP18
1. Soit j € N. Supposons que N = j. Sachant que cha-
cun des j électrons émis est efficace indépendamment
des autres, le nombre de ceux qui le sont suit une loi
binomiale %(j, p). Donc pour tout & € [0, j],

en notant g =1—7p

2. Les événements (N = j);en forment un systéme com-
plet donc d’apres la formule des probabilités totales,
pour tout k € N,

+oo
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= Z P(X
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— k[N = j)P(N = j)

= K|N =) P(N = j)
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k! = (j — k)!
k k
— oA (A]fl) AN — AP ()\]f;)l) :
car p+ q = 1. Ainsi, X ~ P(Ap) et E(X) = Ap,
V(X) = Ap.

3. La réponse est surement oui, sachant que les élec-
trons sont efficaces indépendamment les uns des autres.
Prouvons-le.

Sur le méme principe que plus haut, en inversant les
roles de p et ¢, Y ~ P (A\q). Soient k et £ des entiers.
Comme N =X +Y,

P(X=k)n(Y =0)=P(X =k N(N=k+20)
=P(X=k|N=k+{)P(N=Fk+?)
IR D L

ke PTGkt
7/\(p+q) ()‘p) ()‘Q)
K0

= P(X =k)P(Y =1).

Comme c’est vrai pour tout (k,¢) € N*, il s’ensuit que
I’'on a bien X I Y, comme on le pensait.

4. Comme N =X +Y,

Cov(X,N) =Cov(X,X +Y)

=Cov(X,X)+ Cov(X,Y) = V(X),

car Cov(X,Y) =0 puisque X 1 Y.

Or X # 0, donc V(X) > 0. Ainsi, Cov(X,N) > 0
donc en particulier, Cov(X, N) # 0. Cela entraine que
X et N ne sont pas indépendantes.
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1. D’abord, comme Y ~ 22(2),
T(2) = N*. Pour n € N*,

Y(2) = N donc

PT=n)=P1l+Y=n)=PY =n-1)
L, 2n—1
¢ o

2.a. Comme a > 0, les pi sont strictement positifs,
donc la famille (pg)r>o0 définit une loi de probabilité si
et seulement si sa somme est 1. On a

= IR e24k (1+ ak)
3oy ey

P (2k)!

= (io R Z4kk>

) I 92k I 92k-1

X G T @
k=0 k=1

=e 2(ch2+ ash?).

Comme cette somme doit valoir 1 et que ch2+sh 2 = €2,

e? —ch?2 1
a=————=1.
sh 2
Commentaire. Selon le programme, les calculs sont va-
lides car on n’a manié que des termes positifs et que le
résultat est fini.
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2.b. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N telle
que pour tout k € N,

e 24k (1 + k)
P(X=k)= B
Alors
too 2,k
e 24" k(k+1)
B(X) = (2k)!
k=0
L R e 241 (2k) (2k + 2)
— (2k)!
_Z e 241 (2k — 1+ 3)
2k —1)!
B +§ e"292k=2(2k — 1) . -1200 e—292k-23
Pt (2k—1)! — 2k —1)!
too 92k—2 too 92k—1
o2 o2
Z (2k —2)! Z 2k —1)!
too 22k T 92k+1

722 2 722 (2k +1)!

5—6_4
“2{ch2+=sh2) = :
(c +QS 1

Commentaire. La encore, les calculs sont valides pour la
méme raison que précédemment.
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1. D’apres le cours, pour tout t € R, Gx(t) = e*t=1),
OnaGx(l)=1et Gx(—1) = e 2.
Alors, la probabilité que X soit paire est
P(X € 2N) Z P(X
= Z e_’\ = e ch())
B 1 +672/\ B Gx( )+ Gx(-1)
2 2 '
2. D’apres la formule des probabilités totales,
P(XY €2N)=P(XY e2N|Y =1)P(Y =1)
+P(XY €2N|Y =2)P(Y =2)
1
=P(Xe2N)=+1-=
3+e M 3Gx(1)+Gx(-1)
N 4 N 4 '
[76] ccP

1. D’aprés le cours, S,, ~ B(n,p).

2. Commencons par déterminer la loi de N. Comme

N+1~%(p), (N+1)(2) =N* donc N(£2) =N. Soit
neN:
P(N=n)=P(N+1=n+1)
=p(1-p) " =p(1—p".

2

3

2.a. Soient k € N et 2 € |—1,1[. Comme on a le droit
de dériver terme a terme les séries entieres, on a

—+oo —+oo

N\ -k _ nn—1)---(n—k+1) .,
Z(k)”“m =2 k! 2
n=k n=k

X1 dk 1 dF (&
k'dxk BT

REAE 1
CkldaP\1 -2 ( — g)k+1"

2.b. Soit k € N. Comme Sy (£2) = [0, N], pour réaliser
Sn = k, il est nécessaire que N > k. Avec les probabilités
totales, on a donc

+o0
=Y P(Sy =k|N =n)P(N =n)

P(Sy =k)
n==k
—+oo
= ZP(S =k)P(N =n)
—Z( ) —p)" Fp(1—p)"
n==k
k+1 Z( > 2n k
+00 n
_ pk+1 (1— p)k Z <k> (1- p)2(n7k)
n=~k
B PFHL(1 - p)
T @y
_ P a-pt (1 -p)t
- (2p _p2)k+1 - (2 _p)k+1‘
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1. Binome de Newton. On voit que
S ny _ - n k 1n—k
Z(k)_Z(k>1 AR = (14 1) =2
k=0 k=0
Dénombrement. Considérons 'ensemble E = [[1,n] et

I'ensemble de ses parties #(E). On sait que card(E) = n
et card(Z(F)) = 2". Ecrivons
>o1

Ac P (E)

card(Z(F))

Dans cette somme, regroupons les parties de F par leur
cardinal k € [1,n] :

card (&

ZZL

k=1 AcZ(E)
card(A)=k

La somme intérieure est le nombre de parties de E conte-
nant k éléments : il y en a exactement (Z) Ainsi,

9" = card(P(E)) = i(g)

k=1
2. Par définition de la loi du couple (X,Y),

>

(4,5)€[1,n+1]?

P(X=iY=j)=1
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d’ou
n+1ln+1

—ay Y

i=1 j=1
n

n+1
= .
( (z—l

i=1
Donc @ = 2727 = 4~ ™,
3. Soit i € [I,n+1]. On a

()G

n+1

)(:

)

() -

)3
-2 (.,
)

Ot lon voit que pour tout (4, 5) € [1,n + 1],

1 n n

w60
1 1 n
() )

donc X 1L Y.

4. Comme X(2) = [1,n+1], Z(2) = [0,n]. Pour
k € 0,n],

_ 1
T4n\i—1
n

1
T4 \i—1

De méme, si j € [1,n+ 1],
n

N
oo\ -1

)

P(X =i,Y = j)

n

PZ=k)=P(X-1=k)=P(X =k+1)
1T /n\y (n)1 1
v \k/)  \k)2k 2k
ol I'on reconnait que Z ~ %(n, 1). Donc
E(X):E(Z+1):E(Z)+1:g+1,
et wm:vw+n=wm:%

5. Premiére facon. Le nombre de parties a r éléments
de A est
pP+gq
. )

Deuziéme facon. Considérons que A = B U C ou
card(B) = p, card(C) = g et bien-sir BNC = &. Alors,
pour une partie D C A de cardinal r, on a

D=DnNnA=DnN(BUC)=(DNB)U(DNC).

Comme B et C sont disjoints, D N B et DN C le sont
aussi, donc

card(D) = card(D N B) + card(D N C),
ou encore, en notant k = card(D N B),
r=k+ (r—k).

L’égalité algébrique est une complete trivialité, mais
c’est son interprétation ensembliste qui importe. Voici
une illustration possible de la situation.

3

3

Alp+q)

k r—k

p q

Pour choisir dans A une partie D de cardinal r, il faut
et il suffit donc de choisir dans B une partie D N B de
cardinal k —ily a (i) choix possibles — et de choisir
dans C' une partie DNC de cardinal r—k —ily a (Tﬁk)

choix possibles : il y a donc (})(,,) choix possibles

pour D, avec la contrainte que DN B contient k& éléments.
Pour compter le nombre de parties D a r éléments, il
reste & sommer sur k : le nombre de telles parties est

T 00

k=0
Conclusion. Finalement,

S0 -07)

Bonus. Voici une troisieme interprétation amusante.

Pour tout z réel, on a
<p+q)xr: (p+Q)xr
r r

en prenant la convention usuelle que (p ‘:q) = 0 deés que
r > p+q. Avec cette convention, la deuxiéme somme est
bien finie et converge donc. Mais on peut aussi écrire,
avec la méme convention,

(L+a)P™ = (1+2)P (1 +2)1

/(P q

k ‘

() )E0))

k=0
En faisant le produit de Cauchy de ces deux séries en-
tiéres, on obtient

Z b q "
SN
k+b=r
~(p q .

(Z()05))

k=0

Par unicité du développement en série entiere de
(1 + 2)P*?, pour tout r € N,

S()(.")- ()

ou l'on retrouve ’expression précédente.

p+q

(1+apri=y

r=0

—+o0

D

r=0

+oo

D

£=0

—+o0

(L+api =3

r=0

r=0

Commentaire. Redisons-le : les séries entieres sont en
fait des polynomes, et leur convergence, absolue pour
I'utilisation du produit de Cauchy, est compléetement
acquise. Leur utilisation permet de ne pas s’inquiéter
des degrés des polynomes.
6. En prenant p = ¢ = r = n dans cette formule et
sachant que (Z) (nﬁk), on obtient

2n

o)

(=50,

k=0 k=0



