MPSI2 2025-2026 S.ENAULT & P.GABUS & W.PAYET

Devoir surveillé 8

Les calculatrices sont interdites.

La rédaction doit étre soignée; les résultats doivent étre mis en valeur. Les questions seront
numérotées comme sur ’énoncé. La présentation sera notée.

Exercice 1

On considere la fraction rationnelle :

X2 45X —2 .
X4-2X3 - X2 492X

F= R(X).

Q1) Décomposer le polynome B = X* —2X3 — X? 4+ 2X en produit de facteurs irréductibles
de R[X].

Q2) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle F' dans R(X).
Q3) Pour tout entier naturel N supérieur ou égal a 3, on pose :

n?+5n —2

S = 3n4—2n3—n2+2n'

n—

Q3a. Montrer que
5 1 2
N eN 1,2 == - :
VN ENMOL2E Sy =34+ o ~ v 1

Q3b. La suite (Sy)n >3 est-elle convergente 7 Préciser la limite le cas échéant.

Exercice 2

X242
X(XZ-12(X2+1)

Q1) Donner la forme a priori de la décomposition en éléments simples de F' dans R.

On pose F =

Q2) En utilisant la parité de la fraction, déterminer des relations entre les coefficients.
Q3) En déduire la décomposition en éléments simples de F'.

Q4) Déterminer une primitive g de F sur |1, +ool.
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Probleme 3

Les deux dernieres parties en sont indépendants, mais utilisent toutes les deux les calculs de
la premiere partie.

. . Unp,
Pour deux suites (uy,), et (v,), ne s’annulant pas, on note u,, ~ v, lorsque lim — = 1.
n—oo Un

Partie 1. Intégrales de Wallis.
w/2
On définit pour tout entier n € N, 'intégrale de Wallis W,, par W,, = / cos"(t)dt.
0

Q1) Calculer les valeurs de Wy, Wy et Ws.

w/2
Q2) Démontrer que W,, = / sin” (t)dt.
0

N . . . n+1
Q3) Montrer a I'aide d’une intégration par parties que W, o = n 2Wn.
n
T (2n)! 221 (nl)?
4) Mont ¢ Wop = = t Wopp1 = ————.
Q4) Montrer par récurrence que Ws 3 220 ()2 et Woni1 @n+ 1)

Q5) Déterminer la monotonie de la suite (W,,),, en déduire sa convergence.

n

Wn+1

Q6) Déterminer la limite de quand n tend vers +oo.

22n
/N ’

Q7) En déduire la formule de Wallis : (2;:) ~

Partie II. Calcul d’une somme bien connue

+00

. . , 1 72

Dans cette deuxieme partie, on va démontrer que E R
k=1

/2
Pour cela, on note u,, = / t cos®™ (t)dt.
0

Q8) Montrer que, Vt € [0; g] 1t < gsin(t).

71.2

Q9) En déduire que 0 < u, < T (Wop — Wania).

U,

=0.

Q10) En déduire que lim

n—+oo omn
w/2
Q11) Montrer que Wa, 10 = (2n + 2)/ tsin(t) cos™ ™ (t)dt.
0

2n+1

W-
Q12) En déduire que 1= (2n + Du, — (20 + 2)upy 1.
n

2/8
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, . Up, Up+1 1
13) En déduire que 2 — = .
Q13) 4 (WQn W2n+2) (n+1)2

Q14) Démontrer enfin que lim Z o T
k=1

n—-+o0o 6

Partie III. La formule de Stirling

e\" n!
On note dans cette partie a,, = (—> —.

n/ n

, 1 Tt
Q15) Etudier les variations de la fonction f définie sur [1, +oo[ par f(z) = (1 + —) . En

déduire que f est minorée par e sur [1, 4+o00].

Q16) Montrer que la suite (a,), est décroissante et en déduire sa convergence. On notera
désormais ¢ sa limite.

Q17) On note g la fonction affine vérifiant gx(k) = In(k) et gp(k + 1) = In(k 4+ 1). Montrer

que
1 1
telk,k+1,0 < In(t)—gr(t) <K (t—k)|-————=].
ek 1,0 < 10 - (0 < -8 (- 1)
n—1
" 1 1)+1 1
Q18) En déduire que 0 </ In(t)dt — n(k + ;+ n(k) < 3

1 k=1
L. n\" —1
Q19) En déduire que In (E) —In(n!) +Iny/n < —.

Q20) Montrer que la suite (a,), est minorée par /e.
Q21) En déduire que la limite ¢ de la suite (a,), ne peut pas étre nulle.

Q22) Déterminer la valeur de ¢ a I’aide de la formule de Wallis, et conclure que la formule de
n

Stirling est vérifiée : n! ~ v/2mn (—) .
e



