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1. Faisons un rapide tableau de signes.
T —oo -1 1 400
l—2 + + -
1+ - + +
1—=
1+ B * B

Ou l'on voit que f est définie sur |—1,1], 14 ou la
fraction rationnelle sous la racine est positive et que
son dénominateur n’est pas nul.
2. Bien-sir, la fraction est dérivable sur R \ {—1},
comme fonction usuelle. Sachant que /- est dérivable
sur R% , par composition f est déja dérivable sur
]-1,1[. De plus, si z € |-1,1],
fla)—f(1) _ —1

z—1 VIt zVlI—z a1

Cela signifie que f n’est pas dérivable en 1.
Ainsi, f est dérivable sur |—1,1].

3. Soit « € -1, 1[. Dérivons f comme un produit :

flx)=+v1 —;U\/i
On a
L ViTs

) = 5 i
2vV1—2 /1 (V1+2)?

—0OQ.

1 1
(mm

_ 1 l1+z+1-2
o 2\VI—z(1+xz)3/2
-1
VI (1+x)32
Commentaire. C’est peut-étre plus simple de dériver
usuellement comme un quotient : a vous de jouer.
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Commengons par une figure. Le quotient
f(e) = f(a)
c—a

est la pente de la sécante passant par les points
(a, f(a)) et (¢, f(c)), et f'(c) est la pente de la tan-
gente a la courbe au point (¢, f(c)). L’énoncé propose
de démontrer qu’il existe un ¢ pour lequel ces deux
pentes sont égales, donc ces deux droites sont confon-
dues, puisqu’elles passent toutes deux par (¢, f(c)).

N4

Introduisons le taux d’accroissement en a,

[a,b] — R
g o 7]‘(:1;) : (]:(a) siz > a,
0 sixz =a.

D’une part, g(a) = g(b) =0, car f(b) = f(a).

D’autre part, g est dérivable sur ]a, b], comme quo-
tient de fonctions qui le sont, ou le dénominateur ne
s’annule pas. Et comme f est dérivable en a,

= f'(a) =0=g(a),

donc g est continue en a.
D’apres le théoreme de Rolle, il existe donc
¢ € la,b] tel que ¢’'(¢) = 0. Or pour tout z € ]a, b],

i, 560

J(z) = f(@) (= — a)(x—_(J;()a;) —fla) -1
Donc
f'(e)(c—a) = flc) = fla),

ce que l'on voulait.
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Par opérations usuelles — composée et produit,
la fonction f : x — ze'/* est de classe €>° sur R%,
donc en particulier, elle y est dérivable. De plus, pour

tout x > 0,
1
/ —(1-= l/w.
ra)=(1-1)e

D’apres le théoréeme des accroissements finis, il existe
¢ €lx,x + 1] tel que

fle+1) = f(z) = f'(c).
Quand x — 400, £+ 1 — 400 donc ¢ — +o0. 11

s’ensuit que

lim f(z+

r—+00
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Comme fonction usuelle, In est de classe €°° donc
dérivable sur R* . De plus, pour tout = > 0,

1

D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe
¢ €|z, z+ 1] tel que

In(z + 1) — In(z)

Comme x +— 1/x décroit strictement sur |z, z + 1], il
s’ensuit que

=1In'(c) = =

1 1 1

<<=,

z+1 ¢ =z
d’ou .
1 <ln(x+1)—ln(z)<;.

Commentaire. On obtient des inégalités strictes, sans
effort supplémentaire.
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D’une part, les dérivées de I’exponentielle sont 1’ex-
ponentielle. D’autre part, pour tout z € R et n € N,

cos™ (z) = cos (x + %)

Donc avec la formule de Leibniz,

WENCS e
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1° La fonction f est de classe €°° sur R} comme
fonction usuelle. De plus, pour tout z > 0,

f/(‘r) = - = x—l’

X

donc pour tout n € N*,
(@) = ()" (n = 1l
grace a une récurrence immédiate.

2° La fonction f, est de classe €°° sur R} comme
produit de deux fonctions qui le sont. On voit que

fi@)

T
et pour n > 2,
£ @) = (f) "D ()
dnfl
= Q1

)

(n—1)z"2Inz +2"?)

= (n—1) £V ()

2

2

Il s’ensuit que
_ 1)
£ @) = 1
" T
la aussi avec une récurrence immédiate.
Commentaire. Ici la formule de Leibniz, bien que par-
faitement appropriée, est lourde a mettre en ceuvre.
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1. Raisonnons par récurrence en nommant #(n) la
propriété de 1’énoncé.
Initialisation. On sait que pour tout z € R,
1
1422
En posant Pj(x) = 1, on obtient bien la forme voulue
et P(1) est vraie.
Transmission. Supposons que Z(n) soit vraie pour un
certain n € N*. Alors, en dérivant comme un produit,

Py(z)  Pa(z)n2z
(14+22) (14 22)nt!
(1+ 2?) Pl (x) — 2nx P,(x)

(1 + g2)nt1 :

En posant P, y1(x) = (1+ 2?) P.(x) — 2nx P,(x), on
obtient la forme voulue au rang n+ 1 et &(n + 1)
est vraie.

arctan’(z)

arctan™ Y (z)

Conclusion. D’apres le principe de récurrence, la pro-
priété est vraie pour tout n € N.

2. On a trouvé que P; =1 et pour tout n € N,
Poii=(1+X*P, —2nXP,.

On voit que deg(P;y) = 0. Montrons par récurrence
que
Vn € N*, deg(P,) =n — 1.

Initialisation. On vient de le dire.

Transmission. Supposons que deg(P,) =n—1:le mo-
noéme dominant de P, s’écrit a,—1 X" ! ol a,,_1 # 0.
Alors le monéme dominant de P,y est

X? (n—1)ap—1 X" 2?2 _9nXa, X!
= —(Tl+ l)an_an.
Comme a,—1 # 0, deg(Pp4+1) = n.

Conclusion. L’affirmation est vraie par récurrence.



